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Capítulo 1 


NOCIONES PRELIMINARES SOBRE CONCEPTOS 
FUNDAMENTALES DEL ANALISIS MATEMÁTICO 


$ 1. Conceptos matemáticos que surgen al describir el movimiento 


1. Las Matemáticas estudian relaciones cuantitativas y formas 
espaciales del mundo circunda 

La matemática elemental se limita a un estudio primario de rela- 
ciones cuantitativas y formas espaciales, puesto que opera prin- 
cipalmente con magnitudes constantes y figuras geométricas más 
simples (triángulos, circunferencias, etc.). Los conceptos y métodos 
de la matemática elemental son insuficientes para describir el 
movimiento mecánico y otros procesos que se realizan en el tiempo. 
Anla anos cuáles conceptos matemáticos nuevos son necesarios para 
esto *), 

2. Con todo proceso está relacionado el concepto de una magnitud 
variable, es decir, una magnitud tal que en las condiciones del pro- 
ceso dado toma diferentes valores. Además, todo proceso se caracte- 
riza, al menos, por dos magnitudes variables cuyas variaciones se 
vinculan mutuamente, 

Por ejemplo, consideremos el movimiento mecánico del punto 
material por una línea recta. Este movimiento es un proceso de 
variación de la posición del punto en la línea recta en el tiempo. 
Con dicho proceso están ligadas dos magnitudes variables: el tiempo 
y el camino recorrido por el punto a partir del punto de referencia, 
Para caracterizar el movimiento considerado hay que saber a qué 
distancia del punto de referencia se halla el punto en todo momento 
dado do tiempo, os decir, hay que saber la dependencia entre el cami- 
no recorrido por Je puro y el tiempo. En la mecánica esta dependencia 
se denomina ley de movimiento. En otras palabras, la ley de movi- 
miento es una regla por medio de la cual a todo-valor del tiempo z 
so le pone en correspondencia un valor determinado del camino y 
recorrido por el punto durante el tiempo z. 

Las dependencias de este tipo entre dos variables x e y (cuando 
a todo valor de la variable z se le pone en correspondencia un valor 
doterminado de la variable y) se presentan tanto al considerar el 
movimiento mecánico del punto material como al describir otros 
procesos físicos. Abstrayéndose del contenido físico concreto de las 
variables z e y, llegamos a uno de los conceptos matemáticos más 
importantes, concepto de función **). 


+) Al mismo tiempo, no aspiraremos a formulaciones exactas sino trataremos 
sólo de aclarar el conjunto de problemas de los cuales se tratará on adelante, 

++) La introducción en las Matemáticas del concepto de función se relaciona 
con el nombre del gran cientifico inglés Isaac Newton (1642—1727). 
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Si se sabe la regla por medio de la cual a todo valor de una variable 
z se le pone en correspondencia un valor determinado de una variable y, 
entonces se dice que la variable y es función de la variable z. 

Además, la variable z se denomina argumento de la función con- 
siderada y el valor de la variable y que corresponde al z dado se 
lama valor particular de la función en el punto s 

Para denotar las funciones se utilizan los siguientes símbolos: 


y (z) o bien y = f (x). 


y 


En la última denotación la letra / Mamada característica de la 
función simboliza la regla mencionada anteriormente. Si se con- 
sideran funciones diferentes, entonces para designar sus caracte- 
rísticas so usan letras diferentes. Subrayemos que para denotar el 
argumento y la función no es necesario emplear las letras z e y. 
Por ejemplo, la denotación S = A (t) significa que la variable S 
es función dol argumento £ con la particularidad de que la carac- 
terística de esta función se denota con la letra A 

Tanto la magnitud variable como la función se caracterizan ha- 
bitualmente por diferentes valores numéricos. Por eso la profundización 
de las ideas de estos conceptos está estrechamente relacionada con la 
necesidad de desarrollar la teoría de los números reales *). 

Consideromos algunos ejemplos de funciones. 

1) Se sabe que el camino $ recorrido por el punto material ini- 
cialmente inmóvil que cae bajo la acción de la fuerza de gravedad 
durante el tiempo t, se determina por la fórmula 


S = gt/2. 


Esta fórmula es la regla por medio de la cual a todo valor de la 
variable £ se le pone en correspondencia un valor de la variable S, 
o sea, regla que define S como función del argumento t. 

2) Según la ley de Coulomb dos cargas unitarias de signos opues- 
tos que están situadas una de otra a la distancia r, se atraen con la 
verza 


F = cir, 


donde c es una constante. Esta fórmula es también una regla por 
medio de la cual a todo valor de la variable r se le pone en corres- 
pondencia un valor de la variable F, o sea, F se define como fun- 
ción del argumento r. 


*) Hay que señalar quo los conceptos de función y de número s» refieren a 
los llamados conceptos inlctales. Se puede explicar cada uno de los conceptos ini- 
ciales, pero toda tentativa de definir un concepto inicial se reduce a sustituir 
el concepto que se define por otro equivalente. El lector conoce los conceptos 
iniciales del curso elemental. Por ejemplo, los conceptos de línea recta y de 
plano se refieren a los conceptos iniciales. 
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En dos ejemplos aducidos la regla para poner en correspondencia 
el argumento y la función se representa empleando fórmulas. Este 
método de representar la función se denomina analítico, 

A la par con éste existen otros métodos. Señalemos algunos de 
ellos. En la práctica de mediciones físicas es muy utilizable el 
método tabular para representar una función cuando los valores del 
argumento y valores correspondientes de la función se ponen en 
forma de tabla. Frecuentemente la dependencia entre el argumento 
y la función se representa mediante la gráfica que, por ejemplo, se 
obtiene en el oscilógrafo. Este método se denomina gráfico *). 

3. A veces, en la física surge la necesidad de estudiar una fun- 
ción y = f (z) cuyo argumento 7 es por sí mismo una función z == 
= q (t) de otro argumento t. En 
esto caso se dice que y es la fun- 
ción compuesta del argumento t y 
x se denomina argumento inter- 
medio, Se puede escribir esta 
función compuesta en la forma 
siguiente: y == f [o (£). 

Consideremos el siguiente 
ejemplo. 

Sea que un punto material M Fig. 1.1 
gira uniformemente por una cir- 
cunferencia de radio X con la velocidad angular w (fig. 1.1). Determi- 
nemos la regla del movimiento de la proyección y de este punto sobro 
el eje Oy que se encuentra en el plano de la circunforoncia y pasa 
por su centro O. Además, tomemos que en el momento de tiempo 
1 = 0 el punto M está situado en el eje Oy. Denotemos con y la coor- 
donada de la proyección considerada en el ejo Oy y con z, el ángulo 
< MOy. Es evidente que y = R cos z. Por otra parte. debido a que 
el punto se mueve por la circunferencia con la velocidad angular w 
y en el momento de tiempo £ = Ô se encuentra en el eje Oy, entonces 
x= ot. De este modo, y es la función compuesta del argumento t, 
es decir, y = R cos z, donde z = owt, o bien y = R cos wt. Notemos 
que en la mecánica cì movimiento según la ley y = R cos wt se 
denomina oscilación armónica. 


$ 2. Velocidad instantánea y nuevos conceptos 
matemáticos relacionados con'ella 


1. Sea que la función y = f (z) es la ley del movimiento de un 
punto material por el eje Oy. Para caracterizar el movimiento de- 
sempeña un papel importante el concepto de velocidad media. Calcu- 


*y Para más detalles sobre los métodos du representar la función véase el 
cap. 4 
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lemos la velocidad media del punto en movimiento Ymea en el inter- 
valo temporal desde z hasta z + Az, donde z es un momento fijado 
de tiempo, Az es un incremento de tiempo. Ya que en el momento 
de tiempo z el punto en movimiento está a Ja distancia f (z) del origen 
de referencia y en el momento z+ Az, a la distancia f (£+ Az), el 
camino Ay recorrido por el punto en el tiempo Az es igual a Ay = 
= f (z + Ax) — f (z). Por eso, la velocidad media mej es igual a 
By _ 16+80-1(0 
Vma = ir Az d 

Ya que el momento de tiempo z está fijado, de la última fórmula se 
deduce que Vmea es función del argumento Az. Para caracterizar el 
movimiento no uniforme, a la par con la velocidad media desempoña 
un gran papel el concepto de velocidad instantánea en el momento 
dado de tiempo z. 

Se denomina velocidad instantánea (o simplemente velocidad) en 
un momento de tiempo x el número al que se aproxima el valor de la 
velocidad media 


o. f(x + Ar)—f (2) 
Dm a EE AE, 
cuando el intervalo de tiempo Az tiende a cero. 

El concepto físico de velocidad instantánea da origen al concepto 
matemático importante de derivada, Al abstraerse del sentido físico 
concreto de la función y = f (z) denominaremos derivada de esta 
función en un punto fijado z al límite al que tionde la fracción 
Le sI ETIO, cuando Az tiende a coro 


La operación de hallar la derivada suele llamarse diferenciación. 
La derivada de la función y = f (z) en un punto fijado dado se de- 
nota por el simbolo y' (z) o f' (z). Empleando el símbolo conocido 
para designar el límite se puse escribir 

. J(=-+ 42-16) 
(z) = Jh L= A AKÁ 
raia -iata 
Consideremos algunos PPA 

4) Calculomos la velocidad instantánea del punto material que 
cae por la acción de la fuerza de gravedad. Por cuanto la ley del movi- 
miento de este punto se determina por la función S = gt?/2, entonces 
el camino ÁS, recorrido por el punto en un intervalo de tiempo de t 
a i + At, es igual a 


a iE = E £ (At). 
AS 5 mm gt At H-E (At). 
Por eso la velocidad media en este mismo intervalo de tiempo es 
igual a 
AS 
vma = i iE At. 
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Por consiguiente, en el momento fijado de tiempo t, la velocidad 
instantánea v es igual a 


v=lf 
aio At 


= l t+ L At)=gt. 
lm (et + At) =él 
De hecho, hemos calculado la derivada de la función S = gt/2 
y, por tanto, podemos escribir S' = gt. 

2) Calculemos la derivada de la función y = z”, donde n es un 
número positivo entero. Al fijar z y tomar un Az arbitrario emplean- 
do el binomio de Newton obtenemos 


Ay= (14 daa = naar 20D a (Aa) ...+(A2)". 


Por eso, la velocidad media 22 de la variación de la función y = 
= f (x) en el segmento de z a z + Ax es igual a 


Z= rt MZD eo» PALA (Ad), 


Por consiguiente, en el punto fijado dado z, la derivada es igual a 


y =lím, [ran y OD rr (2) = na, 
ES 


Como hemos visto, el concepto de límite de la función desempeña 
el papel fundamental en el cálculo de derivadas. Es necesario preci- 
sar este concepto, en primer lugar, para aclarar más detalladamente 
el propio concepto de función, magnitud ble y número real. 

2, Ahora podemos convencernos de que enel proceso de calcular 
Jas derivadas de las funciones elementales surgen nuevos problemas 
maternáticos. 

Pasemos a calcular la derivada de la función y = sen z. Fijando 
z y tomando Az arbitrario, obtenemos 


Ay = sen (z + Az) — sen 1=2cos (745) son 
De aquí 


Av Ary _sen({ôz/2) 
ie cos (z+ F) cr 


De este modo, para calcular la derivada de la función y=sen z 
en el punto z hay que hallar el siguiente límite: 


15 Az y sen(Az/2) 
1m Se= lim [cos (2+ 5) (10 
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Es lógico esperar que para un z fijado 
Jím cos (z+ +) =c0s z. (1.2) 
Sin embargo, no toda función y= f(r) poseo la propiedad 
âz) 
dm 1 (2+ E) =. 


En realidad, esta propiedad significa que si el argumento de una 
función tiende al número z, entonces el valor correspondiente a esta 
función tiendo al número f (z). Las funciones que poseen esta pro- 
piedad se denominan continuas (en el punto z). El concepto de con- 
tinuidad de la función es uno de los conceptos matemáticos más 
importantes. 
Para calcular el límite (1.1) hace falta calcular el límite (1.2) 
y, además, el límite 
im Sen(Az/2) 
e aa (5 
Este límite desempeña un papel importante en el análisis matemá- 
tico. Frecuentemente se denomina primer límite notable. Se demuestra 
que este límite es igual a la unidad y, por eso, el límite (1.1) es igual 
a cos z. 
Así pues, 
(sen z) = cos z. 
Como segundo ejemplo, calculemos la derivada de la función 
y = loga z. Fijando z> 0 y tomando un Az arbitrario (tal que 
z + Az > 0), obtenemos 


Ay =108, (2 + Az) —loga z= loga (1+ 25). 
De aquí, 


HL log ( HL 1080 (14) ]= 


1 Az + 
=F loga [ (14 4) %]. 
De este modo, para calcular la derivada de la función y = loga z 
en el punto z hay que hallar el límite 


tm Ay i Az aF 
lim 52 lim ploe [(1+ E). a4 
Consideremos el límite de la expresión entre corchetes para Az — 0. 


Se reduce al límite 
Ar 


lím (44421 (pora n=%). 
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Este límite desempeña también un papel importante en el análisis 
matemático. Frecuentemente se denomina segundo límite notable. 
Se demuestra que este límite existe. Según Euler *), el número igual 
a este límite se denota por la letra e **), o sea, 


mlatar] (4.5) 
hno 


Volvamos a calcular el límite (1.4). En la fórmula (1.4), el ar- 
de n Az y=/6x 

gumento del logaritmo es la magnitud [(1+22)%%] que, de 

acuerdo con (1.5), tiende a e para Az->0. Si la función logarít- 


mica es continua, entonces loga ([1+ 223] tionde a log, € 


para Az->0. De este modo, para hallar el límite (1.4), hay que 
demostrar la continuidad de la función logarítmica y utilizar el 
límite (1.5). Suponiendo que lo hemos hecho, obtenemos que el lí- 


mito (1.4) es igual a loga e. Resulta que 
(oga z)" =+ log, e 


No vamos a calcular aquí las derivadas de otras funciones elemen- 
tales: y = cos z, y = tg z, y = ctg z, y = arcsen z, y = arccos T, 
y = arctg z, y = arcctg z, y = a% e y = z%, donde œ es un número 
cualquiera. Calculando las derivadas de estas funciones no surgen 
ningunas dificultades nuevas, excepto las mencionadas anterior- 
monte. A saber, para calcular las derivadas de todas las funciones 
elementales más simples se necesita solamente su continuidad y dos 
límites notables. 

Aduzcamos la tabla de las derivadas de las funciones elementales 
más simples: 

1°. (2%) =az*-1, donde æ es un número cualquiora. 

2. (loga z) = Ż logae, on particular, si a 
(log, 2 = +. 


entonces 


3°. (a°) =a" logea, en particular, si a=e, entonces (e) =e*. 


*) Leonhard Euler (1707—1783), de origen suizo, gran matomático, miembro 

do la Academia do Ciencias do San Petersburgo, pasó la mayor parte de su vida 
en Rusia. 
**) En el $ 16 del cap. 8 indicaremos el procedimiento para calcular el nú- 
mero e con cualquier grado de precisión. Ahí mismo se dará el resultado del cál- 
culo del número e utilizando el ordenador con precisión de hasta 590 signos a la 
derecha de la coma. 


2-607 
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42. (son z)' =co08 2. 
5°. (cosx) = — sen z. 
6. (ga) = i 


Toss * 


T. (ctg =— 


Y 


9”. (arccos 7) = — 


8°. (arcsen 2) = 


i 
VE 


Y 1 
10°. (arctg 2)]= —¿Í5. 


14. (arcctg z) = -7 

3. Para calcular derivadas de amplia clase de funciones hace 
falta dar también la regla de diferenciación de una función compuesta 
así como las reglas de diferenciación de la suma, de la diferencia, del 
producto y del cociente de funciones, agregándolas a la tabla de deri- 
vadas dada anteriormente. Enunciemos la regla de diferenciación 
de una compuesta y = f (z), donde z = ọ (t). 

Para hallar la derivada y' (t) de una función compuesta y = f ly (£)1 
respecto al argumento t en un punto dado t hay que: 1) calcular la deri- 
vada q' (t) de la función z = q (t) en el punto t; 2) calcular la deri- 
vada f' (z) de la función y = f (z) en el punto z, donde z = y (t); 
3) multiplicar dichas derivadas. De este modo, la derivada de la fun- 
ción compuesta y == f [q (t)] puede ser hallada por la fórmula y” (t) = 
= f’ (2) y (t). Los razonamientos siguientes explican la regla enun- 
ciada. Demos un incremento arbitrario At 0 al argumento t 
en el punto £. A este incremento le corresponde el incremento Az = 
=p (t + At) — q (t) de la función z = ọ (t). Al incremento obte- 
nido Az le corresponde el incremento Ay = f (z -+- Az) — f (z) 
de la función y = f (z) en el punto z. Omitiendo el caso cuando 
Az = 0, consideremos la relación 


At 
del primero de estos límites se deduce que para At—0 se tio- 


7 bz , tm PEF r s 
Debido a que Jos. (0, um prf (x) y de la existencia 
no Az->0*), entonces lím-Ẹ}- existe y es igual a f'(2)g (i), o 

al 
sea, y (1) =/(2)p'(0). 


*) Si ol denominador de una fracción que tiene límite tiende a cero, enton- 
ces el numerador de esta fracción también tiendo a cero. 
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Ahora aduzcamos las reglas de diferenciación de la suma, de la 
diferencia, del producto y del cociente (suponiendo que u (z) y v(x) 
tienen derivadas): 

lu (z) £ 0(2)1 =u’ (2) +0 (2), 
lu (2) v (2) =u (2) o (2) + u’ (2) v(2), 
E (a J= u’ (2) v (a) —u (z) v" (a) 
vta A) k 
Por ejemplo, demostremos cómo puede deducirse la segunda do estas 
fórmulas. Démosle al argumento z un incremento arbitrario Az h 0 
al que corresponde el incremento Ay de la función y = u (z) v (z) 
Ay=u (z +42) v(2402)—u (2) v (2) =u (2442) lo (2+42)--v(2)] + 
+o (2) lu (2 + Az) —u (2)] =u (z +42) Avv (2) Au. 
De esta manera, 


=u (eh Aa) Foto) qe 


n ý Au , Av 
Y ten los límites lím At =s 1 =v (2) yd 
a que oxisten los límites lím e= u’ (z) y lím -f= v' (2) y do la 
existencia del primero de éstos so deduce que lím u(z-+Az) = 
pe 


= u (z), entonces lim -ae existe y es igual a u (z) v’ (2)-+0(2)u" (2). 
ka 


Consideremos algunos ejemplos para emplear dichas reglas. 
4) Calculemos la derivada de la función y = cu (z), donde c 
es una constante, Es fácil verificar que la derivada de una constante 
es igual a cero. Por eso, según la fórmula de diferenciación del pro- 
ducto, obtenemos [cu (2) = cu' (2). 
2) Calculemos la derivada de la función y = tg x. Como tg z = 


== 2222, por la fórmula de diferenciación del cociente obtenemos 


+ _ (semz)' cos =—senz(cos=)' __4 
op e 

3) Calculemos la derivada de la función que describe oscilaciones 
armónicas y = A cos (ct + ô), donde A, w y ô son constantes. 
Examinemos esta función como una función compuesta de tipo 
y = A cos z, donde z = ut + ô. Según la regla de diferenciación 
de una función compuesta, obtenemos 

y' (t) = (A cos 2)' (ot + 8) = —(4 sen z) o, 
donde z = wt + ô. Por eso, 
y' (t) = —4Ao sen (ot + ô). 

4) Calculemos la derivada de la función y = acte i, Consi- 
deremos esta función como una función compuesta de tipo y = a” 
» 
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donde z = arctg t. Según la regla de diferenciación de una función 
compuesta obtenemos 
, a o 1 
Y () =(4) (arctg 1) = (aë logea) (qF) 
donde z = arctg t. Por eso, 
C A 
(aseet y m E oret, 

Las reglas de diferenciación enunciadas anteriormente y la tabla de 
las derivadas son el aparato fundamental de aquella parte del aná- 
lisis matemático que suele llamarse cálculo diferencial. De este modo 
uno de los problemas importantes del cálculo diferencial es la de- 


by=Fiarbz)-f(2) 


2 zz T 


Fig. 1.2 


mostración de todas las fórmulas de la tabla de las derivadas y de 
las reglas de diferenciación de la suma, de la diferencia, del pro- 
ducto, del cociente y de una función compuesta. 

4. Aclaremos el sentido geométrico de la derivada. Con este 
fin consideremos la gráfica de la función y = f (z) *) (fig. 1.2). Sea 
que en la gráfica de la función el punto M corresponde a un valor 
fijado del argumento z y el punto P, al valor z + Az, donde Az 
es un incremento del argumento. La recta MP se denominará secante. 
Mediante q (Az) denotemos el ángulo formado por esta secante y el 
eje Oz (evidentemente, este ángulo depende de Az). Se denomina 
tangente a la gráfica de la función y = f (x) en el punto M la posición 
límite de la secante MP cuando el punto P tiende al punto M por la 
gráfica (o bien, que es lo mismo, cuando Az — 0). De la fig. 1.2 se 
deduce 

PN BE, 


teo) LN 41 SHO. 


7) So denomina gráfica de la función y = / (z) ol lugar geométrico do los 
juntos del plano para cada uno de los cuales la ordenada es el valor y de esta 
unción, correspondiente a la abscisa z. 
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Ya que para Az > 0 la secante MP se transforma en la tangente, 
se tiene 


ím ty Az) = ti . 
Lim, te 9 ( z) = tg Po 


donde qe es el ángulo formado por la tangente y el eje Oz. Por otra 
parte, 


lim tp(a9)= Mm LEEI — ru. 


Por consiguiente, f’ (z) = tg qu. La tangente del ángulo entro la 
recta y el eje Oz se denomina coeficiente angular de esta recta. De 
este modo, la derivada f' (x) es igual al coeficiente angular de la tan- 
gente a la gráfica de la función y = f (z) en el punto M. 


$ 3, Problema de restablecer la ley de movimiento 
por la velocidad y la problemática matemática 
relacionada con éste 


Consideremos el siguiente problema físico. Sea que para cual- 

quier momento de tiempo z está dada la velocidad instantánea f (x) 
del punto material que se mueve por el eje Oy y se sabe la posición 
de este punto en el momento inicial de tiempo z = xo. Se necesita 
hallar la ley de movimiento de este punto. 
Ya que la velocidad instantánea f (x) es la derivada de la fun- 
n y = F (z) que determina la ley do movimiento del punto mate- 
rial por el eje Oy, entonces el problema se reduce a la búsqueda, por 
la función dada f (z), de una función F (z) cuya derivada F” (z) 
es igual a f (z). 

Abstrayéndose del sentido físico concreto de las funciones f (z) 
y F (z) llegamos a los conceptos matemáticos de primitiva y de inte- 
gral indefinida. Se llama primitiva de la función f (z) tal función 
F (2) cuya derivada F' (z) es igual a f (2). 

És obvio que si la función F (z) es primitiva do la función f (z), 
entonces la función F (z) + C, donde C es una constante cualquiera, 
es también primitiva de la función f (z) (pues la derivada de la cons- 
tante C es igual a cero). 

Se puede demostrar que cualesquiera dos primitivas de una misma 
función f (z) se diferencian en una constante. De este modo, si la 
función F (zx) es una de las primitivas de la función f (+), entonces 
cualquier primitiva de la función f (z) tiene la forma F (2) + C, 
donde C es una constante. 

El conjunto de todas las primitivas de una misma función f (z) 
se denomina integral indefinida de la función f (z) y se denota por el 


símbolo $ f (2) dz. 
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Por consiguiente, si F (z) es una de las primitivas de la función 
f (z), entonces 


| (a) dz=F (2) +C. 


Volvamos a resolver el problema físico planteado anteriormente. 
Nos interesa la ley de movimiento del punto que tiene la velocidad 
instantánea f (z). Se determina por la función y = F (z) + C, donde 
F (z) es una primitiva de la función f (z) y C, una constante. Para 
doterminar la constante C empleemos el hecho de que y = yo en el 
momento inicial de tiempo z = zo, o sea, yo = F (za) + C, de donde 
C = yo — F (zo). De esta manera, la ley de movimiento que nos 
interesa tiene la forma 

y = F (z) + Yo — F (zo). 

Consideremos algunos ejemplos físicos y matemáticos. 

1) Sea que la velocidad del punto material que se mueve por el 
eje Oy tiene la forma f (z) = cos z. Se requiere hallar la ley de movi- 
miento de oste punto si en el momento inicial de tiempo z = zọ 
el punto ocupa la posición y = y en el ejo Oy. De la tabla de las 
derivadas se deduce que una de las primitivas do la función f (z) = 
= cos z es la función F (z) = sen z. Por consiguiente, la ley buscada 
do movimiento tiene la forma y = sen z + C. 

Observando la condición y == yọ para z= mọ hallamos C = 
= Yo — Sen zo, o sea, en definitiva obtenemos la ley de movimiento 


Y = sen z + yo — sen Zo. 


2) Hallar 13 dz. De la tabla de las derivadas se deduce quo 
TFR 4 
TF 


una de las primitivas de la función f (z) = es la función 


F (2) =arctg z. Por consiguiento, 

f ir dz earte r4 C. 
En el párrafo anterior hemos puesto la tabla de las derivadas de las 
funciones elementales, Teniendo en cuenta que toda fórmula Z” (z)= 
= 1 (2) de osta tabla leva a la fórmula correspondiente | f (2) de = 
E F (z) + C, obtenemos la siguiente tabla do las integrales inde- 
inidas: 


1. far EE 


EFT +C (a—1). 
2. |Æ =g la] +C. 


3%. fardr= +0. 
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4. | sen zdz = —cos z+- C. 
5°. fcoszdz=senz+C. 
6. | rtg. 
7. Va —otgr+C. 


arcsenz+C. 


Iye 
9. [5 atctgr+ 0. 


Esta tabla, a la par con las reglas do integración (que no se dan aquí), 
es un aparato importante de cálculo de la parte del análisis matemá- 
tico que suelo llamarse cálculo integral. 

Sin embargo, este aparato resulta insuficiente para calcular 
muchas integrales indefinidas. Surge el problema de la existencia 
do la primitiva (y de la integral indefinida) para una función arbi- 
traria f (z), contínua en todo punto z. En el párrafo siguiente indi- 
caromos otro enfoque del problema de la integración de una función, 
que permite resolver este problema. 

Ahora soñalemos sólo que existen funciones continuas (en todo 
punto z), por ejemplo, y = cos a*, cuyas primitivas existen, pero 
no pueden representarse por un número finito de operaciones de 
adición, sustracción, multiplicación, división y formación do fun- 
ciones compuestas do las funciones elementales más simples enu- 
meradas en el p. 2 dol $ 2. 


$ 4. Problemas que surgen al calcular 
el recorrido del punto 


1. Sea que la función f (z) representa la velocidad de movimiento 
del punto material por el eje Oy. Consideremos, para mayor sencillez, 
que todos los valores de la función f (x) son no negativos. Serequiere 
calcular el camino recorrido por el punto material en un intervalo 
do tiempo de z = a a z = b. 

Para resolver el problema *) dividamos el intervalo considerado 
de tiempo en intervalos pequeños limitados por los momentos a = 
= To < I < Ty < < zn = b. Es lógico creer que en todo 
intervalo de z,-, a z, la velocidad f (z) cambia poco. Por eso, pode- 
mos considerar aproximadamente constante esta velocidad en dicho 
intervalo y hacerla igual, por ejemplo, a f (zx). En este caso, el ca- 
mino recorrido por el punto material en tiempo Azta = Ta — Zar 


+) A continuación oxplicaremos la relación entre este problema y el consi- 
dorado en el párrafo antorior. 
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es aproximadamente igual a f (<a) Az, y el camino S? recorrido 
por el punto en el tiempo de a a b es aproximadamente igual a 


Si f (Ii) Azi H f (2) A+... H f (En) Af. (1.6) 


Es lógico esperar que, disminuyendo todos los intervalos de 
tiempo Azp, obtendremos el valor cada vez más preciso del recorrido 
S}, El valor exacto del recorrido S? lo obtendremos si en la suma 
(1.6) pasamos al límite cuando todos los Az, tienden a cero (es natu- 
ral que al mismo tiempo el númoro de los sumandos en la suma (1.6) 
aumentará ilimitadamento). Empleando cl símbolo del límite pode- 
mos escribir la siguiente fórmula: 


Se= lim Y (z) Azt f (2) Azat --- + f (En) A7p]. (1.7) 
sd 


Además, hay que aclarar qué comprendemos como límite de dicha 
suma. Por lo tanto, otra vez nos convencemos de la necesidad do 
profundizar y desarrollar el con- 
cepto de límite. En las matemá- 
ticas el límite (1.7) se denomina 
integral definida de la función 
f (2) entre los límites a y b y so 
denota por el símbolo 


à 
Sa= | 4 (2) dz. 


ns La suma (1.6) es la suma do las 
áreas de los rectángulos cuyas 
bases son los segmentos Az, y las alturas, f (zx). En otras palabras, 
esta suma es igual al área do la figura escalonada representada en la 
fig. 1.3 (en el dibujo esta figura escalonada está contorneada con 
línea gruesa). Es lógico esperar que al tender las longitudes de todos 
los segmentos Az, a cero el área de dicha figura escalonada tenderá 
al área de la figura curvilínea rayada en el dibujo y situada por 
debajo de la gráfica de la función y = f (x) en el segmento de a ab. 
Esta figura curvilínea se lama con frecuencia trapecio curvilíneo. 
Do este modo, la integral definida es igual al área del trapecio cur- 
vilíneo mencionado. 

Naturalmente, dichos razonamientos son de carácter preliminar. 
En particular, bace falta aclarar el propio concepto de área del tra- 
pecio curvilíneo y, en general, el de área de una figura plana. 

2. Nos damos cuenta de que el concepto de integral definida está 
estrechamente lígado con dos problemas importantes: el problema 
físico en el cual se calcula el recorrido del punto y el geométrico 
en el cual se calcula el área de una figura plana. Debido a eso es 
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muy importante el problema do los procedimientos que se emplean 


para calcular la integral definida. 
Denotemos mediante F (z) la integral definida de la función 


f (z) entre los límites a y z, es decir, pongamos 
F (2)= | 1()dz. 

Desde el punto de vista geométrico esta integral es igual al área 
del trapecio curvilíneo que está situado por debajo de la gráfica de la 
función y = f (2) en el segmento de a a z. En la fig. 1.4 este trapecio 
está contorneado con línea gruesa. 

Empleando los razonamientos y 
geométricos evidentes demos- 

tremos que la función introducida 
F (z) es una de las primitivas de 
la función f (2), o sea, podemos 
convencernos de que F” (z) = f (2). 
Sea Az un incremento del argu- 
mento z. Es obvio que la difo- “7 
roncia F(z + Az) — F (2) es 

igual al área del trapecio curvi- 
líneo «estrecho» rayado en la 
fig. 1.4. Para un Az pequeño el área de este trapecio se diferencia 
poco del área f (z) Az del rectángulo con la baso Az y la altura 
f (æ). De aquí se deduce que para un Az pequeño la relación 


F (z4 Az) —F (2) 
A (1.8) 


ál 


¡SNS 


a EEZ 


Fig. 1.4 


se diferencia poco de la altura f (z) del rectángulo mencionado ante- 
riormente. Ya que para Az — Ô el límite de la fracción (1.8) es igual 
a la derivada F” (z), entonces F” (z) = f (z). Así pues, la función 
F (z) es una de las primitivas de la función f (z). Por consiguiente, 
cualquier primitiva D (z) de la función f (x) tieno la forma 


D()=F()+0=| 1(2)d2+C. (1.9) 


Naturalmente, los razonamientos aducidos y la fórmula (1.9) 
que se deduce de ellos no son válidos, hablando en general, para toda 
función f (z). Es fácil convencerse de que la fórmula (1.9) es válida 
para cualquier función continua f (z) en todo punto z. Por lo tanto, 
la obtención de la fórmula (1.9) resuelve el problema de la existencia 
de la primitiva (y la integral indefinida) para cualquier función 
f (z) continua en todo punto z. 
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Ahora, empleando lamisma fórmúla (1.9), establecemos la rela- 
è 
ción entre la integral definida Í f(z) dz y cualquier primitiva ® (2) 


de la función f (z). Poniendo sucesivamente en la fórmula (1.9) 
z= a y z = y teniendo en cuenta la igualdad 


| l) dz =0, 
que proviene de razonamientos geométricos, obtenemos 


s A 
Día)=1 1) dr4+C=C, 0)=/ 1(24+C. 
Por eso À E 

x 

| 1)4=0(0)—0(0). (1.10) 


La fórmula (1.10) es una de las fórmulas fundamentales del cálculo 
integral y se denomina fórmula de Newton—Leibniz *). Esta fór- 
mula reduce el problema de calcular la integral defínida al problema 
de calcular una primitiva (o la integral indefinida). La demostra- 
ción de la fórmula de Newton—Leibniz es uno de los problemas 
importantes del análisis matemático. Para calcular aproximada- 
mente integrales definidas existe una serie de métodos, el más sen- 
cillo de los cuales se basa en la sustitución de esta integral por la 
suma (1.6). Estos métodos y la relación (1.9) dan la posibilidad de 
calcular aproximadamente también las integrales indefinidas y, 
en particular, permiten calcular la primitiva de cualquier función 
f (æ); continua en todo punto z. 

Como ejemplo calculemos el árca S, comprendida entre la 
gráfica de la función y=senz= en el segmento de O a a y el eje 
Oz(fig. 1.5)**. En virtud de lo dicho anteriormente S,= 

a 


= Í senzdz. Ya que una de las primitivas de la función / (1) = 


y 
=sonz es la función D(=)=—cosz, entonces por la fórmu- 
Ja (1.10) obtenemos 


s= f sen z dz =(—cos 11) —(—cos 0) =2. 
è 


Gottíriod Wilhelm Leibniz, filósofo y matemático alemán (1646—1716). 
+) El cálculo de esta área por los medios de la matemática olemental lie- 
va a grandes dificultades. 
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Ahora, calculemos el área S, de la figura separada de la parábola 
y = zì por la recta que pasa por dos puntos M, (a, a?) y M, (b, b?) 
de esta parábola (fig. 1.6) *). El área buscada 3, es igual a la dife- 


y=senw 


Alao) O 


Fig. 1.5 Fig. 1.6 


rencia de las ároas del trapecio rectilíneo AM,M,B y el trapecio 
curvilíneo rayado en el dibujo, o sea, 


b 
S= Ctba) =í zdr = PEÑA 


2 
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Los cálculos diferencial e integral forman la base del análisis 
matemático el cual es uno de los logros más grandes de la inteli- 
gencia humana. Al introducir los conceptos de magnitud variable 
y de función en las matemáticas los científicos pudieron pasar de 
resoluciones de problemas de física y geometría separados a la crea- 
ción de métodos generales de su solución. El desarrollo de los cálcu- 
los diferencial e integral influyó considerablemente en el progreso 
general de la ciencia y la técnica. 

El ulterior progreso de la ciencia y la técnica está estrechamente 
relacionado con la matematización de nuestras representaciones de 
la naturaleza, con el desarrollo de nuevas ramas de las matemáticas, 
Se puede decir con seguridad que la matematización de nuestras 
ideas, la formulación cuantitativa exacta de las leyes, y el amplio 
uso de los métodos de cálculo y ordenadores constituyen la base de 
las ciencias naturales contemporáneas. 


+) Arquímedes (3. ITI a. n. o), gran ciontífico de la Grecia antigua, resol- 
e re Le. as E del a a 
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La introducción de los métodos de cálculo y ordenadores elimi- 
nan, como regla, los problemas de laboriosidad y complejidad de 
cálculos *). Pero surge una serie de problemas matemáticos entre 
los cuales figuran desarrollos de los algoritmos **) que sirven para 
componer programas de ordenadores, la elaboración de ciertos pro- 
blemas de las teorías de control y de procesos óptimos, la lógica 
matemática y la cibernética teórica. 

Nuestro objetivo consistirá en formalizar el aparato del análisis 
matemático. Examinemos también algunas aplicaciones de este apa- 
rato para elaborar algoritmos numéricos. 

La consideración preliminar de dichos problemas realizada ante- 
riormente plantea las siguientes tareas inmediatas: 

4) precisión de los conceptos de número real, magnitud variable 
y función; 

2) definición y desarrollo del concepto de límite de la función 
y del concepto de su continuidad ligado con éste; 

3) argumentación de las fórmulas y reglas del cálculo diferencial 
e integral; 

4) creación de la teoría de la integral definida representada como 
límite de sumas de tipo especial y desarrollo de los métodos de cál- 
culo de Ja integral definida; 

5) aclaración de algunos conceptos geométricos (área de una 
figura plana, longitud de un arco, etc.). 


*) Los ordenadores modernos realizan, en unos minutos, los cálculos que 
el hombro tendría que hacer toda su vida. 
++) El algoritmo es un sistema de cálculos que se hacen según 
tamento determinadas que llevan a la solución de la tarea planteada, después 
le realizar cierto número de pasos (operaciones). 


Capítulo 2 
TEORÍA DE LOS NUMEROS REALES 


De las matemáticas elementales el lector conoce la idea de nú- 
meros reales y de que son necesarios para medir, por ejemplo, seg- 
mentos o intervalos de tiempo. Para profundizar nuestros conoci- 
mientos de los conceptos matemáticos más importantes —Jos de 
magnitud variable, función y límite— es preciso desarrollar la teoría 
de los números reales. 

Por ejemplo, consideremos una magnitud variable física, el 
tiempo. Para comparar entre sí diferentes intervalos de tiempo 
tenemos que saber comparar entre sí números reales. En otras pa- 
labras, debemos establecer una regla que permita determinar cuál 
de los dos números reales dados es mayor. En la práctica las medicio- 
nes sucesivas de tiempo llevan a la necesidad de definir las opera- 
ciones de adición y multiplicación de los números reales y deter- 
minar las propiedades de dichas operaciones. Indiquemos también 
que la aclaración de las propiedades fundamentales de los números 
reales es necesaria para argumentar que las reglas del álgebra ele- 
mental pueden emplearse para estos números. 
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1. Propiedades de los números racionales, Recordemos que se 
denomina número racional el número que puede representarse en 
forma de la relación de dos números enteros *), De las matemáticas 
elementales se sabe cómo se definen las operaciones de adición y mul- 
tiplicación de los números racionales, la regla de comparación de 
estos números y sus propiedades más sencillas. Aquí enumeremos las 
propiedades fundamentales de los números racionales que se deducen 
de las propiedades correspondientes de los números enteros. 

Tres reglas desempeñan el papel fundamental entre dichas pro- 
piedades: regla de comparación y reglas de formación de suma y de 
producto: 

J. Cualesquiera dos números racionales a y b están ligados por uno, 
y sólo uno, de los tres símbolos >, <o =, con tal que si a > b, enton- 
ces b <a. En otras palabras, existe la regla que permite determinar 


*) Un mismo número racional puedo representarse en forma de la relación 


do diferentes números enteros. Por ejemplo, 3=7=$=-..- 
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qué símbolo de los tres mencionados liga dos números racionales dados. 
Esta regla se denomina regla de comparación *). 

II. Existe una regla por medio de la cual a cualesquiera dos números 
racionales a y b se les pone en correspondencia un determinado número 
racional c llamado su suma y denotado por el simbolo c = a + b**), 

La operación para hallar la suma se denomina adición. 

UL. Existe una regla por medio de la cual a cualesquiera dos números 
racionales a y b se les pone en correspondencia un determinado número 
racional c llamado su producto y denotado por el simbolo c=ab ***). 

La operación para hallar el producto se denomina multiplicación. 

La regla de comparación de los números racionales posee la si- 
guiente propiedad: 

° de a >b y b >c se deduce que a > c (propiedad de transiti- 
vidad del signo >); de a = b y b = c se deduce que a = c (propiedad 
do transitividad del signo =). 

La regla de adición de los números racionales posee las siguientes 
propiedades: 

Pa+b=0b+a (propiedad conmutativa); 

Y (a +b) +c =a + (b + c) (propiedad asociativa); 

4° existe el número racional O tal que a -+ O = a para todo número 
racional a (papel exclusivo del cero); 

5° para todo número racional a existe un número opuesto a' tal 
que a+ a = 0. 

La regla de multiplicación de números racionales poseo las si- 
guientes propiedades: 

6° ab = ba (propiedad conmutati 


7° (ab)c = a (bc) (propiedad asociativa); 

8° eriste un número racional 4 tal que a-1 =a para todo número 
racional a (papel especial de la unidad); 

9° para todo número racional a, diferente de cero, existe un número 
inverso a' tal que aa' = 4, 

Las reglas de adición y multiplicación están ligadas por la si- 
guiente propiedad: 


+) La regla de comparación de los números racionales se enuncia del modo 
siguiente: dos números racionales no negativos a = Fly b= 22 están ligados 


por ol mismo signo quo liga dos números enteros my y many; dos números ra- 
cionales no positivos a y b están ligados por el mimso signo que liga dos núme- 
Tos no negativos | b | y | a |; si a es número racional no negativo y b, negativo, 
entonces a > b. 

++) La regla para formar la suma de números racionales a = = yb= T 

A a 
se defino por la fórmula mE -= > 
m 

ws) La regla para formar el přoducto de los números racionales se defino 

21102, EA, 


la fórmula f 
por la fórmula 2 a 
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10° (a + b) c = ac + be (propiedad distributiva de la multi- 
plicación respecto a la suma). 

Dos propiedades siguientes ligan el signo > con los signos de 
adición y multiplicación: 

11° de a > b se deduce que a +c >b + c; 

12 de a œb y c >Q se deduce que ac > be. 

La última propiedad desempeña un papel especial: 

13” cualquiera que sea un número racional a se puede repetir el 
número 1 como sumando tantas veces que la suma obtenida supere a a *). 

Las trece propiedades enumeradas suelen llamarse propiedades fun- 
damentales de los números racionales puesto que todas las demás 
propiedades algebraicas de estos números que se refieren a las opera- 
ciones aritméticas y la combinación de igualdades y desigualdades 
pueden obtenerse como corolario de las propiedades mencionadas. 

Así, por ejemplo, de estas propiedades se deduce la propiedad 
frecuentemente utilizada ulteriormente que permito sumar término 
a término desigualdades del mismo signo: 

si a>b y c>d, entonces a + c >b -+ d. 

En efecto, do las desigualdades a > b y c >d y de las propie- 
dades 11” y 2 se deduce que a+c>b+c y b+e>b+d 
y de las últimas desigualdades y de la propiedad 1° se deduce que 
a+c>b+d. 

2. Medición de los segmentos del eje numérico. Do las matemá- 
ticas elementales se sabe que dos segmentos pueden ser conmensu- 
rables (si la razón de sus longitudes es un número racional) o incon- 
mensurables (la diagonal y el lado de un cuadrado es un ejemplo do 
segmentos inconmensurables). 

Es conveniente que el eje numérico sea considerado inmediata- 
mento. Se denominará eje numérico una recta que tiene un punto 
determinado O (origen de referencia), el segmento de escala OZ 
(su longitud se toma igual a la unidad) y la dirección positiva (nor- 
malmente, de O a E). 

Naturalmente, se plantea el problema de si es posible poner en corres- 
pondencia a todo punto M del ojo numérico un número que sea equi- 
valente a la longitud del segmento OM. Consideremos como positivo 
esto número si M y Æ se sitúan por un lado de O y negativo, en el 
caso contrario. 

Ante todo señalemos que a todo número racional le corresponde 
un punto determinado en el eje numérico. En efecto, de las matemáticas 
elementales sabemos cómo se construye el segmento cuya longitud 
es una n-ésima parto del segmento de escala OZ (n es cualquier nú- 
mero positivo entero). Así pues, podemos construir el segmento AB 


cuya longitud se relaciona a la del segmento de escala O£ como Z, 
donde m y n son cualesquiera números positivos enteros. Tomando 
*) Esta propiedad suele llamarse arioma de Arquímedes. 
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en consideración que el punto Æ está situado a la derecha de O 
(fig. 2.1) y trazando el segmento AB a la derecha (a la izquierda) 
del punto O, obtenemos el punto M, (M,) que corresponde al nú- 
mero racional +5 (—2). 

Además, la existencia de segmentos inconmensurables permite 
afirmar que no todos los puntos del eje numérico corresponden a los 
números racionales. 

Es lógico que se hace necesario extender el campo de los números 
racionales e incorporar a la consideración tales puntos que corres- 


m.(-2) 0 E 
Fig. 2.1 


pondan a todos los puntos del eje numérico y permitan medir 
cualquier segmento con ayuda del segmento de escala A 

Describiremos un proceso especial de medición del segmento OM 
del eje numérico y demostraremos que oste proceso permite poner 
en correspondencia a todo punto M de este eje una fracción decimal 
infinita bien determinada. 


2 2 
A/A E o i 
Fig. 2.2 


Sea M cualquier punto del eje numérico. Para que sea preciso, 
pos que M (igual que £) está situado a la derecha do O 
(fig. 2.2). 

Mediremos el segmento OM empleando el segmento de escala OE. 
Ante todo determinemos cuántas veces el segmento OE cabe en el 
segmento OM. Pueden presentarse dos casos: 

1) El segmento OE cabe en el segmento OM un número entero 
do veces a, con un resto MM menor que OE (véase la fig. 2.2). En 
este caso, el número entero a, es el resultado aproximado de medición 
por defecto con exactitud de hasta la unidad. 

2) El segmento OE cabe en cl segmento OM un número entero do 
veces ay + 1 sin resto. En este caso, a, es también el resultado apro- 
ximado de medición por defecto con exactitud de hasta la unidad, 
puesto que el segmento OE cabe, en el segmento OM, a, veces con 
resto NM igual a OE *). 


*) En la práctica en el segundo caso ol proceso de modición se considera 
terminado y la longitud del segmento OM se toma igual a ao -+ 1. Sin embargo, 
es mús cómodo (para la uniformidad) realizar las mediciones estrictamente por 
dofecto para obtener también el resto MM y tenor la posibilidad de continuar el 
proceso de medición on este caso. 
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Ahora determinemos cuántas veces 1/10 parte del segmento de 
escala OE cabe en el resto MM. Otra vez pueden presentarse dos casos: 

1) 1/10 parte del segmento OE cabe en el segmento NM un nú- 
mero entero de veces a, con un resto PM, menor que 1/10 parte del 
segmento OE (véase la fig. 2.2). En este caso, el número racional 
Sn es el resultado de medición por defecto con exactitud de hasta 
4/40. 


2) 1/10 parte del segmento OZ cabe on el segmento NM un 
mero entero de veces a, + a sin resto. En este caso, el número raci 
nal ay, a, es también el resultado de medición por defecto con exacti- 
tud de hasta 1/10, puesto que 1/10 parte de OË cabe en el segmento 
NM a, veces con el resto PM igual a 1/10 parte de OZ *). 

Continuando infi. mente dichos razonamientos, tendremos un 
conjunto infinito de números racionales: 


PrE ET O A O (2.1) 
cada uno de los cuales es el resultado de medición del segmento OM 
por defecto con el grado correspondiente de exactitud. Además, se 
puede obtener cada uno de los números mencionados (2.1) quitando 
cierta parto de la fracción decimal infinita 


AAA E (2.2) 


Podemos también emplear los razonamientos anteriores para el 
caso cuando el punto M yace a la izquierda del punto O,sólo en 
este caso todos los números (2.1) y la fracción decimal infinita (2.2) 
tendrán signo negativo. 

De este modo, hemos demostrado que utilizando dicho proceso 
de medición del segmento OM a todo punto M del eje numérico se le 
puede poner en correspondencia una fracción decimal infinita bien 
determinada. 

El proceso para medir un segmento arbitrario OM del eje numé- 
rico empleando el segmento de escala nos conduce lógicamente a la 
consideración de los números representables en forma de fracciones 
decimales infinitas. Al mismo tiempo, toda fracción decimal infinita 
(2.2) se caracteriza completamente por el conjunto infinito (2.1) 
de números racionales que aproximan esta fracción. Dicho proceso 
de medición del segmento OM puede transformarse, naturalmente, 
de tal modo que conduzca a la consideración de fracciones binarias 
infinitas o de cualquier otro sistema de numeración. 

Notemos que, para introducir números, en los ordenadores mo- 
dernos se usa con la mayor frecuencia el sistema de numeración 
binaria y, a veces, ternaria. Esto se explica por lo que las válvulas 
y los elementos semiconductores que integran la estructura de orde- 
nadores tienen dos y, a veces, tres estados estables (por ejemplo: si 


*) Véaso la nota en la pá 
23-607 


32. 
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la válvula está cerrada y la corriente no pasa, es un estado establo; 
si la válvula está abierta y la corriente pasa, es otro estado establo; 
tendremos el tercer estado estable si distinguimos la dirección de 
la corriente). 

Debido a eso surge la necesidad de elaborar algoritmos para 
transformar los números del sistema de numeración decimal a la 
binaria y viceversa. El lector puede familiarizarse con los ejemplos 
de estos algoritmos en el Complemento 1 del presente capítulo. 

3. Números reales y regla de su comparación. Consideremos el 
conjunto de todas las fracciones decimales infinitas posibles. Los números 
representables por estas fracciones se denominan reales *). 

Un número real dado se denominará positivo (negativo) si es re- 
presentable en forma de una fracción decimal infinita positiva (nega- 
tiva). 

El conjunto de los números reales contiene, naturalmente, todos 
los números racionales puesto que todos ellos son representables en 
forma de fracciones decimales infinitas. La representación del número 
racional dado en forma de una fracción decimal infinita puede obte- 
nerse empleando, por ejemplo, los siguientes razonamientos. A todo 
número racional le corresponde uh punto determinado M del eje 
numérico; valiéndose del método dado en el párrafo 2, se pone en 
correspondencia a este punto una fracción decimal infinita, Así, al 
número racional 4/2 se le pone en correspondencia la fracción decimal 
infinita 0,49999..., al número racional 4/3, la fracción decimal 
infinita 1,333... 

Los números reales que no son racionales suelen llamarse irra- 
cionales. 

Nuestra tarea es transferir sucesivamente tres reglas y todas las 
propiedades fundamentales de los números racionales enumerados en 
el p. 1 para el caso de números reales arbitrarios. Por tanto, para los 
números reales serán argumentadas todas las reglas del álgebra elo- 
mental que se refieren a las operaciones aritméticas y la combina- 
ción de igualdades y desigualdades. 

En este punto determinemos la regla de comparación de los núme- 
ros reales. Antes de enunciar esta regla nos ponemos de acuerdo sobre 
la forma determinada do notación de los números racionales que 
son representables en forma de una fracción decimal finita. Observemos 
que dichos números racionales admiten la doble notación en forma de 


fracciones decimales infinitas. Por ejemplo, el número += 0,5 


puede escribirse: 1) en la forma + = 0,4999...; 2) en la forma 1 = 


= 0,5000... 


+) Como ya hemos señalado en la nota do la pág. 12, al concopto do número 
so refiere a los conceptos iniciales. 
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En general, el número racional a, 24, ... an, donde a, + 0, 
puede escribirse: 1) en la forma ao, 0,47 . . - 999 
2) en la forma ap Gas ... Un 

La primera de dos notaciones mencion 
el método descrito en el p. 2, 
formal de la fracción decimal fis 
ceros. 

Al comparar los números reales, nos ponemos de acuerdo emplear, 
para los números racionales mencionados, sólo el primero de dos 
tipos de notación en forma de una fracción decimal infinita. 

En otras palabras, para comparar los números reales no utili- 
zaremos fracciones decimales infinitas cuyas cifras, a partir de cierto 
signo decimal, serán todas iguales a cero (excepto, sin duda, la frac- 
ción 0,000...) *). 

Ahora pasamos a formular las reglas de comparación de los núme- 
ros reales. 

Consideremos dos números reales arbitrarios a y b. Sen que estos 
números son representables por las siguientes fracciones decimales 
infinitas: 


a (an — dee 


las puede obtenerse por 
a segunda, por la transformación 
dada en la infinita añadiendo 


a= ba, ta, ... an (2.3) 
ESEE E Y TEE (2.4) 


(donde se pone uno de los dos signos + ó —). 

Dos números reales (2.3) y (2,4) se denominan iguales si tienen 

signos iguales y si son válidas las igualdades a, = Do, 4, = b, 
-ey Gp = bns 

Sean dados dos números reales no iguales a y b. Establecemos la 
regla que permite concluir qué signo, < 6 >, liga estos dos números: 

1) Sea que a y b son ambos no negativos y se representan del modo 
siguiente: a = ao, 007 -.. @n ...; b= bo, bib, bn 

Ya que los números a y b no son iguales, se infringe al menos una 
de las igualdades ao = bo, 0 = by, ... Gn = bns « Denotemos 
por k el menor de los números n, para los cuales se infringe la igual- 
dad an = bn **). Entonces, consideremos a >b, si a, > ba, y 
a<b, si ar < br. 

2) Si uno de los Números a y b es no negativo y otro es negativo, 
entonces consideremos lógicamente que el número no negativo es 
mayor que el negativo. 

3) Nos queda por considerar el caso cuando ambos números a y b 
son negativos. Nos ponemos de acuerdo llamar módulo de un número 


>) Este acuerdo corresponde completamente al proceso de medición del 
into, descrito on el p. to que dicho proceso no puedo llevar a una 
fracción decimal infinita cuyas cifras decimales, a partir de cierto signo, serán 
todas iguales a cero. 
++) En otras palabras, consideramos que a = 
= dama Poro ap 7 


a= bn oaas apa = 
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real a al número real no negativo, denotado por el símbolo | a | e igual 
a la fracción decimal que representa el número a y se toma con el signo +. 

Si ambos a y b son negativos, consideremos a œ> b, si | bj > 
>la)ya<h silal>1b1%. 

Vamos a convencernos de que la regla de comparación de los nú- 
meros reales posee la propiedad 1” enunciada en el p. 1 para los 
números racionales. A saber, demostremos que si a, b y ¢ son núme- 
ros reales arbitrarios y sí a > b y b >c, entonces a > c (propiedad 
de transitividad del signo >) **). Para demostrar esta propiedad 
consideremos tres casos posibles: 

1) Sea primeramente c > 0. Entonces, de la regla de comparación 
de los números reales se desprende evidentemente que b >0 y 
2 >0, Soan a = ap, 4/4... Gp... bm ba biba s.. dp... 
c Zoo Ca- Ca- » Denotemos por k el menor de los núme- 
ros n para los cuales se infringe la igualdad a, = b, (es decir, supon- 


gamos que dy = bp, 4, = by, .... ana = bris 44 > Da) y por p, 
el menor de los números n para los cuales se infringe la igualdad 
bn = cn (es decir, supongamos que dy = Co, bi = Gis > n bp = 


= Cp-1, bp > Cp). Entonces, si mediante m denotamos el menor de 
los dos números k y p, serán válidas las relaciones 4, = ĉo, 4, = 
= Am > Cm, lo que significa que a > c. 

). Entonces la desigualdad a >c será válida 


E SRA 
2) Sean c < 0, a > 
para cualquier b. 

3) Nos queda por considerar el caso cuando los tres números 
a, b y c son negativos. Ya que a œ> b y b > c, entonces |b| >| a} 
y Lc) >] |. Pero en virtud del caso de los tres números positivos 
ya considerado anteriormente, [ce] >/|a), lo que significa que 
ac. La propiedad de transitividad del signo > queda completa- 
mente demostrada. 

4. Aproximación de un número real por medio de los números 
racionales. Aquí mostremos que todo número real puede aproxi- 


*) Es fácil darse cuenta de que si la regla de comparación de los números 
reales se omplea para dos números racionales lleva al mismo resultado quo la 
regla de comparación de los números racionales mencionada en la nota de la 


"En efecto, basta considarar sólo el caso de dos números racionales no negati- 


nal 
Al 
abs > 
ok 
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marse con cualquier grado de precisión utilizando números racio- 
nales. Examinemos un número real arbitrario a. Para que sea pre- 
ciso, lo consideraremos no negativo y lo representaremos en forma de la 


fracción decimal infinita a =p, ās ... Gn --- 
Terminando esta fracción en la n-ésima cifra después de la coma 
y omitiendo las demás, obtenemos el número racional ap, 4143 . . . an, 


A 1 Pi 4 
Aumentando este número en zx. obtenemos otro número racional 


Go, G, --. an + qim- Empleando la regla de comparación de los 


números reales es fácil determinar que para cualquier número n 
son válidas las desigualdades 


ao, UAy 00 an AGA, 0109 >>> an Hr (2.5) 


Las desigualdades (2.5) significan que el número real a se encuentra 
entre dos números racionales cuya diferencia es igual a yẹ. Además, 


el número n puede ser cualquiera. 
Demostremos que para cualquier número racional positivo e, 
tomado anticipadamente, a partir de cierto número n es válida 


la desigualdad ir <e. En efecto, cualquiera que sea el número 


racional e>0, existe solamente un número finito de números 
naturales que no superan al número 1/e. Por eso, solamente para 
un número finito de los números n es válida la desigualdad 


10"<-L ó fre. Para todos los demás números n es válida la 


desigualdad inversa ¿jr <£ lo que se requería demostrar. 


De esto modo, llegamos a la siguiente afirmación: para cualquier 
número real a y cualquier número racional positivo e, tomado antici- 
padumente, existen dos números racionales a, y a, tales que a, < a < 
<a con tal que 2, — dp < E. 

Las desigualdades (2.5) permiten afirmar que el número racional 
Ay: 214,43... An aproxima el número real a con exactitud de hasta 


De En la práctica siempre se usa el valor aproximado de un nú- 


mero real, es decir, éste se sustituye por el número racional de grado 
requerido de precisión. 

5. Conjuntos de números reales acotados superior o inferiormente. 
En este punto consideremos un conjunto arbitrario de números rea~ 
les que contiene por lo menos un número *). Lo denotaremos por el 
símbolo fæ}. Los números que integran el conjunto (x) se denomi- 
narán elementos de este conjunto **). 

*) Este conjunto suele llamarse no vacío. 


+5) Notemos que los conceptos de conjunto y de su elemento se rofioren a 
los conceptos iniciales (véaso la nota en la pág. 12). 
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Definición 1. Un conjunto de números reales {z} se denomina 
superiormente (inferiormente) acotado si existe un múmero real M 
(uimero m) tal que todo elemento z del conjunto(r ) satisfase la des- 
igualdad 

2<M (>m). 
En este caso el número M (número m) se denomina cota superior 
(cota inferior) del conjunto (2). 

Todo conjunto superiormente acotado {z} tiene un número infinito 
de cotas superiores. En efecto, si un número real M es cota superior 
del conjunto {z}, entonces todo número real M*, mayor que M, 
es también cota superior del conjunto {z }. Se puede hacer la observa- 
ción análoga en cuanto a cotas inferiores de un conjunto inferior- 
mente acotado fx). 

Así, por ejemplo, un conjunto de todos los números reales nega- 
tivos es inferiormente acotado, Como la cota superior M de este 
conjunto se puede tomar cualquier número real no negativo. El con- 
junto de todos los números positivos enteros 1, 2, 3,... es 
inferiormente acotado. Como la cota inferior de este conjunto 
puede tomarse cualquier número real m que satisface la desigualdad 
m<i. 

Como es lógico, surge el problema de la existencia de la mínima 
entre las cotas superiores de un conjunto superiormente acotado y la 
máxima entre las cotas inferiores de un conjunto inferiormente 
acotado. 

Definición 2. La mínima entre todas las cotas superiores de un con- 
junto superiormente acotado {z ) se denomina cota superior exacta de 
este conjunto y se denota por el símbolo z = sup (2). 

La máxima entre todas las cotas inferioresde un conjunto inferior- 
mente acotado {r} se denomina cota inferior ezacta de este conjunto 
y se denota por el símbolo z = in (2). 

La definición 2 puede enunciarse también de otro modo, a saber: 

El número 7 (número z) se denomina cota superior exacta (inferior 
exacta) de un conjunto superiormente (inferiormente) acotado {z} si 
se cumplen dos condiciones siguientes: 1) todo elementoz del conjunto 
{2} satisface la desigualdad z <x (z> 1), 2) cualquiera que sea un 
número real x' menor que Z (mayor que 2), eziste al menos un elemento z 
del conjunto {x } que satisface la desigualdad z > z' (z< 1'). 

En esta definición la condición 1) significa que el número z 
(número z) es una de las cotas superiores (inferiores) y la condición 2) 
dice que esta cota es mínima (mázima) y no puede ser disminuida 
(aumentada). 

Es obvio que el conjunto de todos los números reales negativos 
tiene cota superior exacta, o sea el número cero, con tal que este 
número no pertenezca al conjunto dado. Es también obvio que el con- 
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junto de todos los números positivos enteros 1, 2, 3, ... tiene cota 
inferior exacta z = 1 que pertenece al conjunto dado (es decir, es 
elemento mínimo de este conjunto). De este modo, la cota superior 
exacta (inferior exacta) de un conjunto puede tanto pertenecer como 
no pertenecer a este conjunto. 

En todo conjunto superiormente (inferiormente) acotado, la 
existencia de cota superior exacta (inferior exacta) no es evidente 
y se necesita demostrarl. 

Demostremos el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 2.1. Si unconjunto de números reales contiene al menos 
un elemento y está acotado superiormente (inferiormente), entonces 
existe un número real z (número z) que es la cota superior ezacta (infe- 
rior exacta) de este conjunto. 

DEMOSTRACIÓN. Nos limitaremos a demostrar solamente la existen- 
cía de la cota superior exacta para cualquier conjunto superiormente 
acotado, puesto que la existencia de la cota inferior exacta para un 
conjunto inferiormente acotado se demuestra de modo completa- 
mente análogo. 

Pues, sea el conjunto {zx } superiormente acotado, es decir existe 
un número real M tal que todo elemento z del conjunto {z ) satisface 
la desigualdad 

<M. (2.6) 


Pueden haber dos casos: 1°. Entre los elementos del conjunto 
(z) exists al menos un número real no negativo. 2°. Todos los ele- 
mentos del conjunto son números reales negativos. Consideraremos 
estos casos por separado, 

4”. Consideremos solamente los números reales no negativos que 
integran el conjunto {x }. Representemos cada uno de estos números 
en forma de una fracción decimal infinita y consideremos partes 
enteras de estas fracciones decimales. En virtud de (2.6) todas las 
partes enteras no superan al número M y, por eso, existe la máxima 
entre las partes enteras que se denotará por Tọ. Entre los números 
no negativos del conjunto {z} conservemos los que tienen la parte 
entera igual a zọ y eliminemos todos los demás números. En los 
números conservados consideremos las primeras cifras decimales des- 
pués de la coma. El máximo entre estos números se denotará por x,. 
Entre los números no negativos del conjunto {z} conservemos los 
que tienen la parte entera igual a 7, y la primera cifra decimal es 
igual a z,, y eliminemos todos los demás números. En los números 
conservados consideremos solamente las segundas cifras decimales des- 
pués de la coma. La máxima entre estas cifras se denotará por x,- 
Continuando los razonamientos análogos, determinamos sucesiva- 
mente cifras decimales del número real z: 

NS 
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Demostremos que este mismo número 7 es la cota superior exacta 
del conjunto {z}. Para hacerlo es suficiente demostrar dos afirma- 
ciones: 1) que Lodo elemento z del conjunto {z } satisface la desigual- 
dad z < z, 2) que, cualquiera que sea el número real z’ menor que z, 
existe al menos un elemento z del conjunto {z } que satisface la de- 
sigualdad z >". 

Primeramente demostremos la afirmación 1). Como z esno nega- 
tivo, todo número negativo z del conjunto {zr} satisface, sin duda, la 
desigualdad z< 7. Sea z = fo, Tı .-- Zn --- cualquier número 
no, negativo que integra el conjunto {z} . 

‘Supongamos que este número z no satisface la desigualdad 
r<z. Entonces z > y, según la regla de comparación, existe 
un número ķ tal que xy = Zo, . . -, Tra = Lair Ta > Za. Pero las 
últimas relaciones contradicen el hecho de que en calidad de t, 
se toma la máxima entre las cifras decimales z} de los elementos v 
que tienen la parte entera y las primeras (k — 1) cifras después de 


la coma iguales respectivamente a Zo Zi ..-s Taro 
Ahora demostremos la afirmación 2). Sea x' = z, 2,2% 
Ly .. un número real arbitrario *) menor que z., Entonces, 


en virtud de la regla de comparación de los números reales existo 
un número n tal que 


Tas Ti Ens (2.7) 


Por otra parte, el número z fue hecho de tal modo que entre los ele- 
mentos del conjunto {z} existe un número £ == Lp, Tity... Ln +. 
cuya parto entera y las n primeras cifras decimales son iguales a las 


del número z, o sea, 


E A Zn = (2.8) 


Comparando (2.7) y (2.8), en virtud de la regla de comparación 
obtenemos que z < x. La afirmación 2) queda demostrada. De este 
modo, para el caso 1* la existencia de la cota superior exacta queda 
también demostrada. 

2”. Se demuestra análogamente la existencia de la cota superior 
exacta para el segundo caso cuando todos los elementos del conjunto 
{2} son números reales negativos. En este caso, todos los elementos del 
conjunto {z} se representarán en forma de fracciones decimales 


*) Sin limitar la generalidad, esto número z’ consideramos no negativo, 
puesto que si fuera negativo, la desigualdad z > 7’ satisfaría el elemento no ne- 
gativo z dol conjunto {z}. 
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infinitas negativas. Mediante z, denotemos la mínima entre las 
partes enteras de estas fracciones; mediante I, la mínima de las 
primoras cifras decimales de las fracciones que tienen la parte entera 
igual a Zə; mediante 7, denotemos la mínima entre segundas cifras 
decimales de las fracciones que tienen la parte entera igual a Zo 
y la primera cifra decimal, igual a . De esta manera, deter- 
minamos el número real negativo 


Dr Ty A E 
De manera completamento análoga al caso 1” se demuestra que el 
número z es la cota superior exacta del conjunto {z} (o sea, satisface 
dos afirmaciones enunciadas al considerar el caso 1°). El teorema 
queda demostrado. 

OBSERVACION, A] demostrar el teorema 2.1 en el caso 2° todas 
Jas cifras decimales del número Z=—Zp, 2%, ... Tn ..., a partir 
de cierto signo, pueden resultar iguales a cero, o sea, éste puede 
tener la forma 2=—Zp, Tı... Za-42:000 ..., donde zy 740. 


En este caso, la demostración dada anteriormente queda en 
vigor, pero según el acuerdo aceptado en el p. 3, al comparar el 


número 7 con los elementos del conjunto, 7 debe escribirse en la 
forma 


Te E E). 


$ 2. Operaciones aritméticas con los números reales. 
Propiedades fundamentales de los números reales 


1. Definición de la suma de los números reales. Uno de los pro- 
blomas más importantes de la teoría de los números reales es el 
problema de definir las operaciones de adición y multiplicación de estos 
huúmeros y de las propiedades de estas operaciones. Ante Lodo examino- 
mos la operación de adición de los números reales. 

Es bien sabido cómo se suman dos números reales en la práctica, 
Para sumar dos números reales a y b, éstos se sustituyen, con grado 
exigido de exactitud, por números racionales, y la suma de los nú- 
meros racionales mencionados se toma como valor aproximado de 
la suma de dos números reales dados. Además, no importa cómo, 
por defecto o por exceso, dichos números racionales aproximan los 
números reales dados a y b. Dicho procedimiento práctico de adición 
de los números reales. de hecho, supone que cuanto más exacto 
es el grado con que los números racionales a y f aproximan (de cual- 
quier modo) los números reales a y b, respectivamente, tanto más 
exacta es la suma a + B que aproxima el número real que debe 
ser la suma de los números reales a y b. 
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El deseo de justificar dicho procedimiento práctico de adición 
de los números reales lleva lógicamente a la siguiente definición 
de la suma de dos números reales. 

Sean œ, y az cualesquiera números racionales entre los cuales 
se encuentra un número real a (o sea, a, < a < a) y sean Bi y Pa 
cualesquiera números racionales entre los cuales se encuentra un 
número real b (o sea, B, < b < By). Entonces se denomina suma de 
los números reales a y b un número real z que se encuentra entre 
todos los números racionales (æ, + ß,) y (æa + B ) *). 

En otras palabras, se denomina suma de números reales a y b 
un número real x tal que para cualesquiera números racionales a, 
a, Pı y Bo que satisfacen las desigualdades 


aaan B Lb fa (2.9) 
verifica las siguientes desigualdades: 
a +B LTS as + Po (2.10) 


La existencia de tal número real z que, además, es único, no provoca 
dudas (la demostración correspondiente se da a continuación en 
glosilla). No es difícil convencerse de que este número z es la cota 
superior exacta del conjunto (a, + f,) de las sumas de todos los 
números racionales a, y f, que satisfacen las desigualdades izquier- 
das (2.9) **) 
4°. En primer lugar, vamos a convencernos de que dicha cota superior 
oxacta existe. En ofecto, fijemos númoros racionales arbitrarios æ, y B, que 
satisfacen las desigualdades derechas de (2.9) y consideremos todos los números 
racionales posibles a y B, que satisfacen Jas desigualdades izquierdas de (2.9) 
Empleando la propiedad de transitividad del signo > demostrada en el p. 3 
del $ 4, concluimos que æ, < az, P, < P, y de estas desigualdades se desprende 
que a, + $, < a, + Ba (véase la parte final del p. 1 del $ 1). De oste modo, el 
conjunto de todos los números racionales (a, + Bi} es acotado superiormente 
el número a, + f, es una de las cotas superiores de este conjunto. Sogún ol 
jeorema 2.1, el conjunto (a, + f} tiene la cota superior exacta que se denotará 
por z. Queda por convencerse de que el número z es suma de los números reales 
a y b, 0 sea, satisfaco las desigualdades (2.10). En efecto, según la definición 
de la ¿ota superior exacta es válida la desigualdad izquierda do (2.10), mientras 
que la validez de la desigualdad derecha de (2.40) se desprende do que «, + Ba 
es una de las cotas superlores y z, la cota superior ezacta del conjunto (a, + Bi}. 
2°. Ahora demostremos que existe sólo un número real z quo satisface las 
desigualdades (2.10). Para eso nos basamos en cl siguiente lema (para la como- 
didad, hacemos la demostración de este loma al final del párrafo): 
Lema. Si para dos numeros reales dados 7, y z, y para cualquier número racio- 
nal positivo tomado anticipadamente e se encontrarán dos números racionales 


Y Y Ya tales que Y <= Ç Ya, Y < Ta < Ya Y Ya — Y < €, entonces los nú» 
meros 3, y za son Iguales. 


1) Pbservemos que en el curso elemental la suma de dos números reales so 
define de manera análoga. 

**) So puedo convencerse análogamente de que este número es la cota infe- 
rior exacta del conjunto (ay + Bal lo las sumas de todos los números racionales 
2 Y Ba que satisfacon las desigualdades derechas de (2.9). 
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Supongamos que existen dos números reales z, y z, que satisfacen las dos- 
i lades (2.10) (para cualesquiera números racionales %,, Za, Bı y P, que satis- 
facen las di des (2.9)). Tomemos cualquier número raci q 

y par 4 


la afirmación 
número racional e/2 se encontrarán números racionales B, y Pa tales que ĝ, < 
<b < P, con tal que Ba — Bı < (8/2). A 

De este modo, ambos números reales z, y sa estarán comprendidos entro dos 
números racionales (æ, + $1) y (% + Ba) cuya diferencia (por módulo) es igual a 


(aa + Ba) — (21 + Bi) = (d3 — a) + (Ba — Py) < e. 


Como e es cualquier número racional positivo tomado anticipadamente, x, = zz 
debido al lema enunciado anteriormente. 

3°. Por fin, demostremos que para dos números racionales la definición 
de la suma de números reales, enunciada por nosotros, y la definición de la suma 
de números racionales, conocida del curso elemental, llevan a un mismo resultado. 
En efecto, si a y b son dos números racionales que satisfacen las desigualdadas 
E <a ayb S b < Ba, y (e + b) os su suma obtenida empleando la defi- 
nición conocida del curso elemental, entonces es obvio que 


(a, + $) <a +) (a + Ba) (2.14) 
con tal que, según la afirmación que acabamos do domostrar, ol número racional 
(a + b) es el único númoro real quo satisface las desigualdades (2.11). 

4°. Antes do demostrar el lema enunciado anteriormente fundamentemos la 
siguiente afirmación auxiliar. 

Ci squiera que sean dos números reales a y b tales que b < a, existe un número 
racional æ comprendido entre eilos, es decir, tal que b < a < a (y, por consigulente, 
astte un conjunto infinito de diferentes námeros racionales comprendidos entre 
ay b). 


uficiente considerar ol caso cuando los dos números a y b son no nega- 
tivos puesto que el caso cuando a y b son ambos no positivos se reduce al dicho 
caso pasando a módulos, mientras el caso cuando un número es positivo y otro, 
negativo, es trivial (on calidad de œ se puede tomar ol coro). 

Pues; soa que b > 0; b < a; a= ao, aras ibm bo, biba » «bn 
Sea k el mínimo entre los números n pas se infringe la igual 
An = da, es decir, ay = bo, a) = by .. oa == bhois da > bhe 

En” virtud del acuerdo acoptado en el p. Y del § 1 so puedo considerar que 
todos los ap, siendo n > k, no pueden ser iguales a cero. Sea p ol mínimo entre 
los números n que superan a k y para los cuales a, > 0, es decir, 

a= as m... 0900... dp... 
Entonces, de la regla de La a de los números reales so deduce directa- 


1 < a < as < Ta (2.42) 


Seen ahora y, y ya cualesquiera números racionales que satisfacen las dosigual- 
es 


ALn MER Ye (2.13) 


Comparando (2.12) y (2.13) y utilizando la propiedad de transitividad del signo 
> obtenemos y, <a, < a, < ya. Pero, entonces Ya — Yı > Ya — Yı, lo que 
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contradice el hecho de que se puede hacer la diferencia y, — yy menor que cual- 
quior número racional positivo tomado anticipadamente e. El lema queda de- 
mostrado. 

2. Definición del producto de los números reales. Ya que los 
problemas que surgen en la definición del producto de los números 
reales coinciden, en general, con los problemas examinados para 
definir la suma de los números reales, nos limitamos solamente a for- 
mular brovemente los resultados. 

Primeramente definimos el producto de dos números positivos 
a y b. Mediante æ, œs, Bı y Ba denotemos cualesquiera números raci 
nales que satisfacen las desigualdades a, <a S as, Py <È < Po 

Se denominará producto de los números reales positivos a y b 
un número real z que satisface las desigualdades a,b, < x < Pa. 

Igualmente como para la suma se demuestra que este número z 
existe y, además, es único. Es fácil convencerse de que este número x 
es la cota superior exacta del conjunto (%¡P,) de los productos de 
todos los números racionales œ, y B, que satisfacen las desigualdades 
Oca <a 0< <b. 

El producto de los números reales de cualquier signo se deter- 
mina por la rogla siguiente: 

1) se considera que a:0 = 0-a = 0; 

lal- |b| si a y b tienen signos iguales 
2) se considera que ab=4 —Ja|-|b|si a y b tienen signos di- 
A ferentes. 

Para conchúir, señalemos que igualmente como para la suma se 
puede demostrar que empleando para dos números racionales ora 
la definición del producto de los números reales ora læ definición 
del producto de los números racionales conocida de las malemáticas 
elementales llegamos al mismo resultado. 

3. Propiedades de los números reales. Vamos a convencernos de 
que para los números reales arbitrarios son válidas todas las pro- 
piedades fundamen tales numeradas on el p. 4 del $ 1 para los númo- 
Tos racionales. La validez de la propiedad 1° para los números reales 
ya está fundamentada anteriormente. De este modo, hace falta 
aclarar sólo la validez de las propiedades 2—13" para los números 
reales. 

Es fácil convencerse de que, para los números reales, son váli- 
das las propiedades 2°—5° y 11° relacionadas con el concepto de 
suma. La validez de las propiedades 2—5” se desprende directa- 
mente de la definición de la suma de los números reales y de la vali- 
dez de dichas propiedades para los números racionales. 


Vamos a demostrar la propiedad 11°, es decir, demostremos que si a, b y c 
son cualesquiera tres números reales y a > b, entonces a+ c > b y e 

Como a > ò, en virtud de la afirmación auxiliar argumentada al demostrar 
el lema (véase la parte final del p. 1 del párrafo presente), existen númoros racio- 
nales a, y Pa tales que a > a, > B, > 5. Para el número real c y para el número 
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racional positivo e = a — P, se encontrarán números racionales y, y ya tales 
E y ademi p an cem ho Pas ia aliriación 
lemostrada en el p. 4 del § 4). : 
.uego, sean a, y B, cualesquiera números racionales que satisfacen las des- 
igualdados'a, > a, ò > By. Entonces, por la definición do la suma de los núme- 
vos reales 


a+tA>tc>a ts Mic A 


Para demostrar que a +c >b +c, debido a la trensitividad del signo >, 
basta demostrar que œ, + Y, > Pe + Ye, pero esto se desprende diro tamente 
de la desigualdad y, — y, < a, — Ba. 


Observemos que la sustracción de los números reales puede con- 
siderarse como la operación inversa a la adición lo que se fundamenta 
completamente a base de las propiedades 2°—5°. Denominaremos 
diferencia de los números reales a y b un número real c tal que c + 
+b =a. 

Vamos a convencernos de que esta diferencia es el número c = 
= a -+ b’ siendo b' el número opuesto a b. 

En efecto, empleando las propiedades 2°—5°, se puode escribir 


e+b=(0+0)+b=a+ (b +b) =a t0 Hl a 


Ahora vamos a convencernos de que existe sólo un número real que 
es diferencia de dos números reales dados. Supongamos que además 
del número dado anteriormente c = a + b' existe otro número d 
tal que d + b= a. Entonces, por un lado, (d +0) + b' =a + 
+b' =c, y por otro lado, (d + b) +b =d + (b +b) =d+ 
+0 = d, es decir, e = d. 

Empleando la definición de la diferencia y la propiedad 5° se 
deduce que el número a', opuesto a a, es igual a la diferencia entro 
el número O y el número a. Este número suele escribirse en la for- 
ma —a. 

No es difícil transferir para el caso de los números reales las pro- 
piedades 6°, 7°, 8°, 9 , 10° y 12 relacionadas con el concepto de pro- 
ducto. Refiriéndose a la propiedad 9°, indiquemos que si a es un 
número real positivo y &, a, son cualesquiera números racionales 
que satisfacen las desigualdades 0 < œ, <a <a, entonces el 
número a”, inverso de a, se define como el único número real que 


satisface las desigualdades <a" < *). 


Las propiedades 6”—9” permiten deducir que para cualesquiera 
dos números reales a y b (b + 0) existe sólo un número c que satisface 
la condición db = a. Este número c se denomina cociente de los nú- 
meros a y b. 


*) En calidad del número a' se puede tomar la cota superior exacta del 


conjunto de todos los números racionales {£}. 
a 
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De la definición del cociente y la propiedad 9” se desprende que 
el número a”, inverso de a, es igual al cociente de los números 1 y a 
que se denota por 1/a, 

En fin, observemos que para los números reales se transfiere 
también la última propiedad 13 de los números racionales, a saber: 
cualquiera que sea el mámero real a, se puede repetir el número 1, como 
sumando, tantas veces que la suma obtenida superará a a *). Demostre- 
mos esta propiedad. Si a < 0, la demostración no es necesaria puesto 
que 1 >a. Sea a >O ya = ap a, ... ân ... En virtud de que 
la definición de la suma de los números reales coincide, en cuanto 
a la suma de los númoros racionales, con la definición de la suma de 
los números racionales, al repetir el número 1, como sumando, 
n veces, obtenemos el número entero n. De este modo, es suficiente 
demostrar que para el número a existe un número entero n tal que 
n > a lo que es obvio ya que basta tomar n = ay + 2. 

De este modo, para los números reales se transfieren todas las pro- 
piedades fundamentales enunciadas para los múmeros racionales en el 
p. 1 del párrafo presente, Por consiguiente, para los números reales 
quedan en vigor todas las reglas del álgebra que se refieren a las opera- 
ciones aritméticas y a la combinación de igualdades y desigualdades. 

Con esto acabamos de exponer elementos de la teoría de los nú- 
necesarios para formar el curso del análisis matemático. 
La exposición más detallada de la teoría de los números reales apa- 
roce en el apéndice del tomo 2. 

Para concluir observemos que hemos construido la teoría de los 
números reales empleando su representación en forma de fracciones 
decimales infinitas. 

Está bien claro que podríamos emplear también fracciones infi- 
nitas de cualquier otra base (no es necesario que sea decimal). Res- 
pecto a eso los sistemas de numeración de diferentes bases son equi- 
valentes unos a otros. No obstante, en algunos problemas de cálculos 
aproximados, en particular, para redondear números hasta el orden 
dado, los sistemas de numeración de bases pares e impares se portan 
de manera diferente (véase al respecto el Complemento 2 del capí- 
tulo presente). 

4. Algunas relaciones frecuentemente utilizadas. Para cualesquiera 
números reales a y b demostremos la validez de dos relaciones siguien- 


tes: 

[lab] =ja]-1b1, (2.14) 

lae+bI<lal+1b1. (2.15) 

Estas relaciones se enuncian de la manera siguiente: 1) el módulo 

del producto de dos números es igual al producto de los módulos de estos 

números, 2) el módulo de la suma de dos números no supera a la suma 
de los módulos de estos números. 


+) Observemos que esta propiedad se denomina aroma de Arquímedes. 
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La relación (2.14) se desprende directamente de la definición del 
producto de dos números reales. Demostremos la relación (2.15). 
Basándose en la definición del módulo y la regla de comparación 
para cualesquiera números reales a y b se hacen válidas las desigual- 
dades 


=la] <a <la], —[61<b<1Ibl. 


En virtud do las propiedades fundamentales se puede sumar término 
a término las desigualdades de signos iguales (lo que está demostrado 
en la parte final del p. 1 del § 1). Por eso 


Hllal +15) <a+b< la +1b1. 


Si a + b => 0, empleamos la parte derecha de las últimas desigual- 
dades y, si a + b < 0, la izquierda, lo que permite obtener la de- 
sigualdad (2.15). 


OBSERVACION. Señalemos otras dos desigualdades frecuentemente utili- 
ta—bl>la]—101 (2.16) 


zad 


y 

la—bl>ila]— Ibil (2.17) 
Para obtenor la desigualdad (2.16) es suficiento tomar en consideración que 
a=(a—0) + b y, basándose on (2.15), escribir la desigualdad | al < 
le 214 10 le La desigualdad (2.17) es corolario de la de sigualda (2.16) 
y de la desigualdad | 6 — a | = | b | — [af la cual so obtieno de (2.10) si los 
números a y b cambian de lugares y signos. 


$ 3. Algunos conjuntos [concretos de números reales 


A continuación vamos a examinar diferentes conjuntos de núme- 
ros reales. Un conjunto arbitrario de números reales se denotará por 
el símbolo fz} y los números que integran este conjunto se deno- 
minarán elementos o puntos del conjunto. Diremos que el punto z, 
del conjunto fx) es distinto del punto z, de este conjunto si los números 
reales z, y z, no son iguales uno a otro. Si, además, es válida la desi- 
gualdad z, >, (z, < 7,), diremos que el punto z, yace a la de- 
recha (a la izquierda) del punto z, 

Consideremos algunos conjuntos de números reales que se usan 
mucho, 

4°. El conjunto de números reales z que satisfacen las desigual- 
dades a < z < b, si a < b, se denominará segmento y se denotará 
por el símbolo la, b). Además, los números a y b se llamarán puntos 
de frontera o extremos del segmento la, bl y todo número z que satis- 
face las desigualdades a < z < b se llamará punto interior del seg- 
mento la, b). 

2°. El conjunto de todos los números reales z que satisfacen las 
desigualdades a < z < b fo bien a < z < b} se denominará semi- 
segmento y se denotará por el símbolo la, b) fo bien (a, b)). 
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3°. El conjunto de todos los números reales z que satisfacen las 
ualdades a < z < b se denominará intervalo y se denotará por 
el símbolo (a, b). 

4°. Todo intervalo que contiene el punto c se denominará entorno 
del punto e. 

5. El intervalo (c — g, c + e), donde e >0, se denominará 
e-entorno del punto c. 

6”, El conjunto de todos los números real se denominará 
recta numérica (infinita) y se denotará por el símbolo (—oo, +00). 

7”. El conjunto de todos los números reales z que satisfacen la 
desigualdad z>a fo bien z< b} se denominará semirrecta y se 
denotará por el símbolo la, 00) fo bien (—co, 5]). 

8°. El conjunto de todos los números reales z que satisfacen la 
desigualdad z > a fo bien z < b} se denominará semirrecta abierta 
y se denotará por el símbolo (a, œ) fo bien (—co, b)). 


OBSERVACION. Notemos que a veces ol segmento se llama segmento cerrado 
y ol intervalo, segmento abierto. 

Un conjunto arbitrario {z} se denominará denso en sí si en cualquior entorno 
do todo punto z do este conjunto se encuentra al menos un punto del conjunto 
distinto do z. Cualquiera de los conjuntos 1?—8* definidos anteriormente puede 
servir de ejemplo de conjunto denso en sí. Otro ejemplo de dicho conjunto puede 
sor el de todos los númoros racionales que forman parto de cualquiera de los 
conjuntos 1°—8°. 


Complemento 1 


Conversión de los números del sistema decimal 
al-binario y del sistema binario al decimal 


En este complemento vamos a estudiar los algoritmos do conversión de los 
númoros dol sistema decimal al binario y de la conversión inversa, del sistema 
binario al decimal *). 

1. Conversión de los números del sistema decimal al sistema binario. Para 
representar un número decimal z,o en la red de posicionos del ordenador se usa 
la llamada forma normalizada de notación de este número 


Fo = ho'ie. (2.18) 


En esta forma de notación la magnitud 
dro = (1 — 259) (21:10 + aj 102 +... + 29-109) (2:49) 
se denomina mantisa de este número con tal que a, >1: Sq se toma igual 
S coro para 91950 e igual a la unidad para q14<0**). EÍ exponente de la potencia 
Pro=(1—28p) (B1+-1082) (20) 
*) Los algoritmos expuestos a continuación se realizan, en particular, 
on el ordenador BESM-4. 


>+) De este modo, on la igualdad (2.19), el factor (1 — 287) caracteriza 
el signo do la mantisa qig- 
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so denomina orden decimal del número dado con la particularidad de que Sp se 
toma igual a cero para pio > 0 Ja la unidad para pio < 0 *). 

En la fig. 2.3 se indica cómo el número decimal (2.18) — (2.20) se representa 
en la rod de posiciones del ordenador. Para representar cada uno de los números 
decimales Bi, %;, %y, +, %y se dan cuatro posiciones binarias así que cada uno 
de los números mencionados puede tomar cualquier valor entero de O a 15. 
Para representar el número $, so dan sólo dos posiciones, así que f, puede tomar 
valores 0,4, 2.390, 

El programa estándar convierte el número decimal (2.18) — (2.20) en el 
número binario correspondiente z4. Esto programa so roaliza del modo siguiente. 
Primoramento so calcula la magnitud y: 


y = (1 — 259) (21:10 + ag:100 +... + 2p)-20, 


Luego, dicha magnitud y se multiplica por la magnitud k = 2% 
ordenador la última magnitud se de tarabién en forma normaliza 


10-10 (on el 
y, además, 


Fig. 2.3 


normalmente con exceso do dos unidades de la posición de ordon bajo de la 
mantisa) 

Obviamente, el producto ky corresponde a la mantisa decimal (2.19). La 
siguiente operación consiste en multiplicar ky por 10 6 1/10, lo que dopende del 
signo de pio, (es decir, de Sp) que se realiza tantas veces cuanta os la magnitud 
| Pay |. Pate terminar ol programa, en ol resultado obtenido se suelo borrar tres 
posiciones de orden bajo la mantisa. 

Dicho programa garantiza: 1) al menos 30 cifras binarias exactas dol resul- 
tado: 2) la conversión al númoro binario de cualquier número decimal 
de O a 50 000: 3) la conversión del número normalizado decimal al número bina- 
Tio normalizado +e8)» 

Para concluir, notemos que si realizamos dícho programa y en el proceso 
de multiplicar por 10 el orden binario del número convertido supera a 59, onton- 
ces las multiplicaciones sucesivas por 10 cesan incluso si hacen falta conformo 
a la magnitud | pi |. 

2. Conversión de los números del sistema binario de numeración al sistema 
decimal. Señalemos el programa estándar que convierte el número binario 


Za = q2:2P», dado en forma normalizada, en el número d£cimal correspondiente 


*) Así qe el factor (1 — 25) caracteriza el signo del orden po en la 
igualdad (2.20). 

**) En efecto, la construcción del dispositivo teclado no permite repre- 
sentar cada uno de los números By, cty, Ors, superior a nueve y el nú- 
mero fa, superior al uno. Así pues, cada uno de los números f,, r, %y, a, 
varía de O a 9 y el número B, toma valores 0 ó 4. 

*%*) Si el número decimal de partida no fue normalizado (es decir, en (2.19) 
se infringía la condición æ, > 1), entonces el resultado de su conversión al siste- 
ma binario puede ser no normalizado. 


4007 
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, escrito en forma normalizada (2.18) — (2.20). En la red de posiciones del 
lenador el número convertido se pone del modo indicado en la fig. 2.3. 

El programa se realiza de la manera siguiente. Primeramente el número 
inicial z, se multiplica por 1/10 para que después de multiplicarlo por diez no 
ocurra la sobrecarga del ordenador. Luro, el número obtenido se multiplica 
por 10 si es superior a la unidad o por 1/10, si no lo es, hasta que el resultado 
de las multiplicaciones no se encuentre en el intervalo de 1/10a 1. Obviamente, el 
número de multiplicaciones realizadas determina | po l. En !cuanto al signo 
de pio, es positivo si el número inicial supera a la unidad y negativo en caso 
contrario. 

Luego es evidente que el número obtenido como resultado de los multipli- 
caciones sorá mantisa decimal qı. Las cifras œ, %p, - - . dp de la mantisa 
decimal gre se determinan sucesivamente multiplicando por 10 y extrayendo la 
parte entera 


Fa 
ol 
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Errores del redondeo de los números en los sistemas 
de numeración de bases par e impar 
Supongamos que el ordenador funciona con números de £ posiciones en un 
istema do numeración de base p > 2. Entonces, sin disminuir la generalidad 
Se puede considerar que todos los números x(0 almacenados en la memoria del 
ordenador tienen la forma 


0 


i naaa pt 


donde los coeficientes a; (t , 2 t) pueden tomar valores 0, 4, ... 
maiii Micaela Está bien, claro ùe Jas operaciones, talos como la adición, la 
multiplicación o la división, realizadas con los números de £ posiciones pueden 
dar, como resultado, números que tienen más de £ poo Por eso surge 
lógicamente la necesidad de londear los números indicados hasta t posiciones. 

Examinemos la oporación más simple o sea ol redondeo de los números que 
contienen t+ r iciones (siendo r > 0) hasta los números de £ posiciones, 
Cualquiera que sea el procedimiento de redondear el número ziter) de (t +r) 
posiciones, el resultado del redondeo debe ser cl número de £ posiciones. De 
Aquí se desprende que el error del redondeo del número xxt* (donotaremos. 
este error por el símbolo e (x(t*"))) tiene la forma siguiente: 


e (1E) ma ipin + m (ap 


Aquí i puede tomar valores 0,1, . p"—1 según los valores de las r últimas 
pcbloionias del número atir), y m (i) es una función de £ que toma valores entoros 
y depende dèl procedimiento elegido de redondeo. 
a caractorística más importante del error del redondeo es su valor medio A 
ine como la fracción *) 


ds Deet 
En 


cuyo numerador es la suma do los errores correspondientes a todos los valores 
admisibles de los números x!*) y el denominador, la cantidad de estos números 
ale), 


que se de 


*) El símbolo J) significa que se suman los sumandos escritos después de 
n 
este símbolo. Si dichos sumandos dependen del número ¿la denotación >] 
im 
quiere decir que hace falta sumar todos los valores de í desdo m a n. 
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Supongamos que todos los números considerados (1%) satisfacen las desi- 
gualdades Ù < zU) < 4, Entonces, es obvio que la cantidad nír) do todos 
estos a(t*7) será igual a p(t*7) y después de hacer cálculos simples obtenemos que 


a2! 


La suma J} m (i), que está entro Haves, depende del procodimiento de ro- 
dondeo póro en todo caso será entera. El segundo término que está entro 


llaves E= no sorá entero para todo p par. De este modo, para cualquier baso 


par p el error medio A no será igual a coro. Esto significa que, para cualquier 
procedimiento fijo del redondeo determinado sólo por posiciones oliminadas, ol 
error del redondeo hasta el menor número de posiciones tendrá desplazamiento 
sistemático on cualquier sistema de numeración de base par. Por otra parte, es 
Tácil comprobar que en cualquier sistema de base impar la regla común tescolar» 
para redondear lleva a orrores «no desplazados» 


“e 


Capítulo 3 
LÍMITE DE UNA SUCESIÓN 


Una de las operaciones fundamentales del análisis matemático 
es la operación del paso al límite. En el análisis dicha operación 
aparece en varias formas. En este capítulo se examina la forma más 
simple de la operación del paso al límite que se basa en el concepto 
de límite de la llamada sucesión numérica, A continuación el con- 
cepto de límite de una sucesión numérica nos permitirá definir 
otras formas de la operación del paso al límite, 


$ 1. Sucesiones numéricas 


1. Sucesiones numéricas y operaciones con ellas. El lector ya 
tiene ciertos conocimientos sobre sucesiones numéricas de las mate- 
máticas elementales. Los ejemplos de sucesiones numéricas son: 
4) la sucesión de todos los elementos de progresiones aritmética y ge 
métrica; 2) la sucesión de los perímetros de n-ágonos regulares inscri- 
tos en una circunferencia dada; 3) la sucesión z, =1, z, = 1,4, 
z, = 1,41 ... de los valores aproximados del número y2. Vamos 
a precisar el concepto de sucesión numérica. 

Si a todo número n de la serie natural de los números 1, 2, . 
«y n, +. . se le pone en correspondencia, según una ley determinad 
sun nimero real z,, entonces el conjunto de los números reales enume- 
rados 


a e (3.4) 


se denominará sucesión numérica o simplemente sucesión. 
Los números z, se denominan elementos o términos de la 
sucesión (3.1). En forma abreviada, la sucesión (3,1) se denota 


por el símbolo (zp). Así, por ejemplo, por el símbolo (E-) se 


denotará la sucesión 4, 112, .. 

{1+(—1)"°}, la sucesión O, 2, 0, 
Introduzcamos el concepto de operaciones aritméticas con suce- 

siones numéricas. Sean dadas sucesiones arbitrarias zı, Za, - 


Aín, ... y por el símbolo 


Loa Ins oea @ Yis Vas -= Uno > > » Se lama suma de estas suce- 
siones la sucesión z+ Ys, Za + Ya --- Za + Uns >>> (0 bien 
{an + Un), diferencia, la sucesión z, — Vi. Za — Ya «009 En — 


"Uns <- (o bien {zn — Un), producto, la sucesión Z-Y, Ta" Ya» >» + 
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(o bien fz,-yn)), y cociente, la sucesión 
(o bien (=-)). 
OBSERVACIÓN, Al definir el cociente E) se requiere que todos 
n 
los elementos y, de la sucesión {yn} sean diferentes de cero. Sin 
embargo, si en la sucesión (yn) se anula solamente un número 


finito de elementos, entonces el cociente E) puede ser definido 


a partir del número después del cual todos los elementos y, son dife- 
rentes de cero. 

2. Sucesiones acotadas y no acotadas. 

Definición 1. Una sucesión (z,) se denomina superiormente 
(inferiormente) acotada si existe un número real M (un número m) 
tal que todo elemento zx, de la sucesión (xn) satisface la desigualdad 
nM (Zn >m) *). 

Al mismo tiempo, el número M (el número m) se denomina 
cota superior (inferior) de la sucesión (z,) y la desigualdad zn < M 
(2, >m) se lama condición de acotación superior (inferior) de la 
sucesión. 

Notemos que cualquier sucesión superiormente acotada (2,3 
tiene un conjunto infinito de cotas superiores. En efecto, si M es 
su cota superior, cualquier número M*, mayor que M, es también 
su cota superior. Observemos que en la condición zh < M de acota- 
ción superior de la sucesión (z,) se puede tomar como M cualquiera 
de las cotas superiores. Podemos hacer las mismas observaciones 
con respecto a las cotas inferiores de una sucesión inferiormente 
acotada {Zn}. 

Definición 2. Una sucesión fz,) se denomina acotada por ambos 
lados o simplemente acotada si es acotada tanto superiormente como 
inferiormente, o sea, si existen números m y M tales que todo elemento 
xn de esta sucesión satisface las desigualdades: m < zx, < M. 

Si la sucesión {z,} es acotada y M y m son sus cotas superior e 
inferior, entonces todos los elementos z, de esta sucesión satisfacen 


la desigualdad 
1% 1<A (3.2) 


donde A es el máximo de dos números | M | y | m |. Recíprocamente, 
si todos los elementos de la sucesión {z,} satisfacen la desigualdad 
(3.2) so cumplen también las desigualdades —A < z, < A y, por 
consiguiente, la sucesión (xn ) está acotada. De este modo, la desi- 
gualdad (3.2) es otra forma de la condición de acotación de una 


+) Esta dofinición es completamente análoga a la definición del conjunto 
BEETS OS acotado de los números reales (véase el p. 5 del 
ol cap. 2. 
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sucesión. Precisemos el concepto de sucesión no acotada. La sucesión 
{Zn ) se denomina no acotada si para cualquier número A existe un ele- 
mento z, de esta sucesión que satisface la desigualdad | zn | >A. 
Consideremos algunos ejemplos: 

4) La sucesión —1, —4, —9, —n?, ... es superiormente 
acotada y no es inferiormente acotada, “La cota “superior de esta suce- 
sión es todo número no inferior al — 


2) La sucesión 1, FP, FE, SE .. está acotada. En 


efecto, la cota superior de BR sucesión es cualquer número M > 1 
y la cota inferior, cualquier número m < 0. 

3. La sucesión 1, 2, 1, 3, ..., 1, n, 1 , (n + 1), ... es no aco- 
tada. En realidad, cualquiera que sea el número positivo A, entro 
los elementos de esta sucesión (de números pares) existen elementos 
superiores a Á. 

3. Sucesiones infinitas e infinitesimales 

Definición 1. Una sucesión {zn ) se denomina infinita si para cual- 
quier número positivo A *) se puede indicar un número N **) tal que 
para n >N todos | los elementos £, de esta sucesión satisfacen la desi- 
gualdad | z, | >A 

OBSERVACIÓN, Evidentemente, toda sucesión infinita es no aco- 
tada puesto que para cualquier A > 0 se puede indicar un número M 
tal que para n > N todos los elementos z, verifican la desigualdad 
ln | > A y, por consiguiente, para cualquier A >0 existe al 
menos un elemento z, tal que | z„ | > A. Sin embargo, una suce- 
sión no acotada puede no PR infinita. Por ejemplo, la sucesión no 
acotada 1, 2, 1, 3, 4, ... no es infinita puesto que para 
A >1 la desigualdad | z, | SA no tiens lugar para todos los zp 
con números impares. 

Definición 2. Una sucesión fun) ***) se denomina infinitesimal 
si para cualquier número positivo e ****) se puede indicar un número 
N +80.) tal que para n > N todos los elementos An de esta suce- 
sión satisfacen la desigualdad |an | < e. 

Consideremos los ejemplos siguientes: 

1) id que, para |q |œ 1, la sucesión q, 9, g’, ... 
+... 2, ... es infinita, y para |g | <1, infinitesimal. 

de Cetaltrilugar, sondldereinca el eso cuendo 191 >1. Enton- 
ces | gl =1 + ô, siendo $ >0. Empleando la fórmula de bino- 


*) Cualquier grando que sea el número que hayamos tomado. 
A de Puesto que ero M depende dol número A, a veces so escribo 
***) Los elementos de las sucesiones infinitesimales se denotarán, como 
regla, con letras griegas. 
'*) Cualquier pequeño que sea el númoro que hayamos tomado. 
poo re Puesto que el número M depende del número e, a veces so escribe 
= N (e) 
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mio de Newton, obtenemos |q |= (1 +8)Y = 1 + ôN + (los 
términos positivos). De aquí 
lq I > ôN. (3.3) 


Fijemos un número arbitrario A > 0 y tomemos el número NV tan 
grande que tenga lugar la desigualdad ôW > A *). De la última 
desigualdad y de la (3.3) se desprende la desigualdad | q |Y >A. 
Como |g |" > | g |¥ para n > N y 191>1 (en virtud de las pro- 
piedades de los números reales), se tiene | 9 1" >A para n > N. 
Por tanto, queda demostrado que para | q | >1 la sucesión consi- 
derada es infinita. 

El caso de | q |< se demuestra de manera análoga. En este 


caso — = 1 + ô donde ô > O (hemos omitido el caso de q = 0). 


Empleando de nuevo la fórmula de binomio de Newton, obtenemos 
en vez de (3.3) la siguiente desigualdad: 


1 A N i 
ôN, o bi ; 3,3%) 
T DÔN, o bien 101" <= (3,3*) 
Fijemos arbitrariamente e>0 y tomemos el número N partiendo 
de la condición ¿y <6". Ya que la"<lgl" para n>N y 


ly <1, entonces de las desigualdades obtenidas se desprende que 


lal"<e para n>N. Por tanto, queda demostrado que, para 
lg} <1, la sucesión considerada es infinitesimal. 


2) Demostremos que la sucesión 1, E, ..., >. +... es infini- 


tesimal. En efecto, si 12>N, entonces —-<-]-. Por eso, según € 
dado basta escoger el número N, partiendo de la condición 
fce Por ejemplo, se puede tomar N=[4]+1. 


4. Propiedades fundamentales de las sucesiones infinitesimales. 

Teorema 3.1. La suma de dos sucesiones infinitesimales es sucesión 
infinitesimal. 

DEMOSTRACIÓN. Sean fan} y (Bn) sucesiones infinitesimales. 
Demostremos que la sucesión {æn + n} es infinitesimal. Sean € 
número positivo arbitrario, M, número, partiendo del cual | æn | < 
< e/2 y N, número, partiendo del cual | Bẹ, | < e/2. (Estos números 
N, y N, existen por la definición de la sucesión infinitesimal.) 
Ya que el módulo de la suma de dos números no supera a la suma de 


+) Es suficiente tomar N = E +4, donde el símbolo [z] significa la 
parte entora del número z. Por ejemplo, [5, 138] = 5, [—472,9] = —173. 
**) Es suficiente tomar N=[£] +4. 


56 Cap. 3. Limite de una sucesión 


sus módulos, es decir, | en -+ Bn | < | an | +1 Bn | (véase el p. 4 
del $ 2 del cap. 2), entonces, denotando mediante N el máximo de 
dos números N, y M, obtenemos que, partiendo del número N, se 
cumple la desigualdad | &n + Pn | < e. Esto significa que la suce- 
sión fun + Pn} es infinitesimal. El teorema queda demostrado. 

Teorema 3.2. La diferencia de dos sucesiones infinitesimales es 
sucesión infinitesimal. 

Este teorema se demuestra análogamente al anterior, pero en 
vez de la desigualdad |an + Bn |< | &n | + 1 Bn | debe tomarse 
la desigualdad | an — Pn | S | @n | + | Bn. 

Corolario. La suma algebraica de cualquier número finito de suce- 
siones infinitesimales es sucesión infinitesimal. 

Teorema 3.3. La sucesión infinitesimal es acotada. 

DEMOSTRACION. Sean (0, ) una sucesión infinitesimal y e un nú- 
mero positivo. Luego sea M un número, partiendo del cual | a, | < e. 
Denotemos mediante A el máximo de N números siguientes; €, 
losl, l@s l,- lax- l Esto puede escribirse así: A = 
= máx (e, |% h, 1921, - +. laxm 1)*. Obviamente, (a, |< 
<A para cualquier número n, lo que significa el carácter acotado de 
la sucesión. El teorema queda demostrado. 

Teorema 3.4. El producto de una sucesión acotada por una sucesión 
infinitesimal es sucesión infinitesimal. 

DEMOSTRACIÓN. Sean (z,) sucesión acotada y fan} sucesión 
infinitesimal. Ya que la sucesión {z} está acotada, entonces existo 
un número A > 0 tal que todo elemento zn satisface la desigualdad 
xn | KA. Tomemos un número positivo arbitrario e. Debido 
a que la sucesión fan) es infinitesimal, para ol número positivo 
e/Á se puede indicar un número A tal que, siendo n > N, se cumple 
la desigualdad | an | < e/A. Entonces, para n >N, | 2p:%n | = 
= 12%, |-| an | <a = e. Por eso la. sucesión {zn'@n} es infi- 
nitesimal. El teorema queda demostrado. 

Corolario. El producto de cualquier número finito de sucesiones 
infinitesimales es sucesión infinitesimal. 

OBSERVACIÓN. El cociente de dos sucesiones infinitesimales 
púede sor sucesión de cualquier tipo e incluso no tener 
sentido. Por ejemplo, si %,=1/n, f,=1/n, entonces todos los 


elementos de la sucesión (5) son iguales a la unidad. Si œp = 


=1/n, Ba=1/n*, entoncos la sucesión ($2) es infinita y, al 
contrario, si a= 1/n?, Ba =1/n, entonces la sucesión ($2) esinfi- 
nitesimal. Si el número infinitamente grande de elementos de la 


) significa 


Sillas 


*) Aguí y a continuación ol símbolo a = máx (a an 
que el número a es igual al máximo entre los númoros a; 
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sucesión {Bn} son iguales a cero, el cociente E) no tiene sen- 


tido. 

Teorema 3.5. Si todos los elementos de una sucesión infinitesimal 
{æn} son iguales a un mismo número c, entonces c = 

"DEMOSTRACIÓN. Supongamos que c +0. Hagamos Lena, 
e > 0. Partiendo de un número W, correspondiente a ese e, se cumple 
la desigualdad |an} < £. Ya que an =c, e =| c//2, la última 
desigualdad puede escribirse del modo siguiente: |c]<|e 1/2, 
de donde 1 < 1/2. Dicha contradicción muestra que la suposición 
c0 no puede tener sentido. Resulta c = 0. A eorema queda 
demostrado. 

Para concluir hagamos la proposición que establece la relación 
entre sucesiones infinitas e infinitesimales. 

Teorema 3.6. Si (xn) es sucesión infinita, entonces, partiendo 


de un número n, está definida la sucesión ES que es infinite- 
simal. Si todos los elementos de una sucesión infinitesimal {an} 


no son iguales a cero, entonces la sucesión (L-) es infinita. 


DEMOSTRACIÓN. Notemos, en primer lugar, que la sucesión infi- 
nita tiene solamente un número finito de elementos iguales a cero. En 
realidad, de la definición de la sucesión infinita se desprende que 
para un número positivo dado A se puede indicar un número N* 
partiendo del cual se cumple la desigualdad | z, | > A. Esto signi- 
fica que para n > N* todos los elementos x, no son iguales a cero 


y por eso la sucesión {-Ż-} tiene sentido si sus elementos se consi- 


deran partiendo del número N*. Ahora demostromos que (2) 


es sucesión infinitesimal. Sea e cualquier número positivo. Para el 
número 1/e se puede indicar un número V > N* tal que para n > N, 
los elementos z, de la sucesión (xp) Satisfacen la desigualdad 
[xn | > 1/e. Por eso a partir del número indicado N, se cumplirá 


la desigualdad IZl< e. Do este modo, queda demostrado que la 


sucesión 4 es infinitesimal. La segunda parte del teorema se 
demuestra análogamente. 


$ 2. Sucesiones convergentes y sus propiedades 
fundamentales 


1. Concepto de sucesión convergente. 
Definición. Una sucesión fx) se denomina convergente si eziste 
un número a tal que la sucesión [xn — a} es infinitesimal. Además, 
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el número a se denomina límite de la sucesión {zp } *). 

Evientemente, la definición de la sucesión convergente puede 
formularse también del modo siguiente. 

Una sucesión (xn) se denomina convergente si existe un número a 
tal que para cualquier número positivo e se puede indicar un número 
N**) tal que, siendo n > N, todos los elementos x, de esta sucesión sa- 
tisfacen la desigualdad 

lIn —a|<e (3.4) 
Además, el número a se llama límite de la sucesión {zn}. 

Si la sucesión (z,) converge y el número a es su límite, entonces 

se denota simbólicamente así ***); 
lím Za = a o bien z, > a cuando n > 00. 

OBSERVACION. 1. La desigualdad (3.4) es equivalente a las desigual- 
dades —e < £n — a < +e 0 bien a — e< z<a -+ e. Las últi- 
mas desigualdades significan que el elemento 7, se encuentra en el 
e-entorno del número a (recordemos que se llama e-entorno del nú- 
mero a el intervalo (a — e, a + e)). Por eso la definición de la suce- 
sión convergente puede enunciarse también del modo siguiente: 

Una sucesión (rn) se denomina convergente si existe un número a 
tal que en cualquier e-entorno del número a se encuentran todos los ele- 
mentos de la sucesión {z}, partiendo de un número ****), 

La definición do la sucesión convergente comprueba que la dife- 
rencia 2, — a = a, es sucesión infinitesimal. Por consiguiente, 
todo elemento zn de una sucesión convergente cuyo límite es el nú- 
mero a puede representarse en la forma 


Tp =a tan, (3.5) 


donde %„ es elemento de una sucesión infinitesimal. 
OBSERVACION. 2. Al examinar la definición del límite de una suce- 

sión es evidente que el número finito de elementos no influye en la 

convergencia de esta sucesión ni en el valor de su límite, 


*) En correspondencia con esta definición, toda sucosión infinitesimal es 
convergonte y tione como su límite ol número cero. 
+2) Puesto que N dopende de e, a veces se escribe V = N (8). 
*++) Notemos que las sucesiones infinitas se denominan a voces sucesiones 
convergentes hacia el infinito. Por eso, si la sucesión {zn ) es infinita, se escribe 
simbólicamonte así: 


Si los elementos de la sucesión infinita tienen, partiendo de un número, un signo 
determinado, se dice que la sucesión {z ) converge hacia el infinito de signo 
doterminado. Esto se escribe simbólicamente del modo siguiente: 


lim zn =+, lim zn=— o. 
nac = 


*ws*) Que depende, por supuesto, de e. 
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Consideremos ejemplos de sucesiones convergentes. 
1) La sucesión ( 


igual a la unidad. En efecto, ya que 


z 7} converge; el límite de esta sucesión es 
Pd 1 
n41 == FT 
para demostrar es suficiente cerciorarse de que la sucesión 
(41) e infinitesimal. Si n>N, entonces |l-Hlsin 
y, por eso, según ol número dado e>0, es suficiente escoger el 
número N partiendo de la condición ¿Lp <e o bien N>£—4. 

Por ejemplo, se puede poner 


E [L-J+. sieSt, 
a 1 sie>t 


2) Demostremos que la sucesión z, = 0,3; z, = 0,33; ...; z, = 
= 0,333 . . . - converge y su límite es el número 1/3. Como el 


entonces 


número 1/3 es representable por la fracción decimal infinita 0,333 .. 
se desprenden de la regla de comparación de los números reales (véase 
el p. 3 del $ 1 en el cap. 2) las desigualdades *) 


0,33...3<F<08...3+ 
AA odida 


n veces n veces 


1 
mor 


Valióndose de estas desigualdades obtenemos que |z.— 
<q: Ya que siendo n>N, qir < Jar» entonces, al escoger 


por cualquier e>0 el número N, partiendo de la condición 
z< obtenemos |a- |<. para n>N. 


La posibilidad de escoger el número W que satisface la condición 
14 1% < e para cualquier |q |< 1 fue comprobada en el ejemplo 
1 del p. 3 del $1. 

1. Propiedades fundamentales de las sucesiones convergentes. 

Teorema 3.7. La sucesión convergente tiene un solo límite. 

DEMOSTRACIÓN. Sean a y b límites de una sucesión convergente 
{zn}. Entonces, empleando la representación especial (3.5) para los 
elementos z, de la sucesión convergente (z,), obtenemos t, = a + 


+ an, Za = b + Bn, donde an y f n son elementos de las sucesiones 
infinitesimales fan) y (B,). 


*) Véase también las desigualdades (2.5) del p. 4 del $ £ on ol cap. 2. 
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Sustrayendo las relaciones escritas hallemos a, —Bn = b — a. 
Ya que todos los elementos de la sucesión infinitesimal (2. — P n} 
tienen un mismo valor constante b — a, entonces según el teorema 
3.5, b—a=0, es decir, b =a. El teorema queda demostrado. 

Teorema 3.8. La sucesión convergente está acotada, 

DEMOSTRACIÓN. Sean (z, ) sucesión convergente y a, su límite. Em- 
pleando la fórmula (3.5), tenemos 


En =a Han 


donde a, es elemento de una sucesión infinitesimal. Ya que la suce- 
sión infinitesimal fæ, } está acotada (véase el Leorema 3.3) existe un 
número Á tal que para Lodos los números n es válida la desigualdad 

lan |< 4. Por eso, (2, |< |a l| -+A para todos los números n, 
lo que significa el carácter acotado de la sucesión {z,}. El teoroma 
queda demostrado. 

OBSERVACION. Una sucesión acotada puede no ser convergente. Por 
ejemplo, la sucesión 1, —1, 1, —-4, . . ., está acotada, pero no es con- 
vergente, En efecto, si esta sucesión convergiera a un número a, 
entonces cada una de las sucesiones (x,, —a) y (tn — a} sería 
infinitesimal. Pero entonces, en virtud del teorema 3.2, la sucesión 
ln — a) — (Ena — a)} = {zn — Zn+1) sería infinitesimal, lo 
que es imposible, puesto que | Zn — 2 +, | = 2 para cualquier nú- 
mero n. 

Demostremos los siguientes teoremas fundamentales. 

Teorema 3.9. La suma de sucesiones convergentes {£n} e (Un) 
es sucesión convergente cuyo límite es igual a la suma de los límites de 
las sucesiones en e lYn)- 

DEMOSTRACIÓN, Sean a y b límites de las sucesiones {zn} e {yn }» 
respectivamente. Entonces, 


Tn =a Han, Yn =b + Pn 


donde a, y Bn son sucesiones infinitesimales. Por consiguiente, 
(En + Yn) — (a + b) = an + Bn. 

De este modo, la sucesión {(Zn + Yn) — (a + b)} es infinitesi- 
mal y, por eso, la sucesión (z, + yn) converge y tiene el número 
a + b por su límite. 

Teorema 3.10. La diferencia de sucesiones convergentes (2, ) e 
{yn} es sucesión convergente cuyo límite es igual a la diferencia de los 
límites de las sucesiones {zn} e (yn). 

La demostración de este teorema es análoga a la del teorema 3.9. 

Teorema 3.11. El producto de sucesiones convergentes {£n} e {yn} 
es sucesión convergente cuyo límite es igual al producto de los límites de 
las sucesiones {zn} e (Ya). 

DEMOSTRACIÓN. Si a y b son los límites de las sucesiones (z,) e 
{Yn}, respectivamente, entonces Z, =a + an, Yn =b+Pr y 
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Tn*Yn = a-b + 0-B, + b-n + n*Bn. Por consiguiente, 
Tn“ Yn = @b =a-B, + ban + An*Bno 
En virtud del teorema 3.4, su corolario y el teorema 3.1, la suce- 
sión {a-n +): +an'Bn) es infinitesimal, es decir, la sucesión 
d2n'Yn — a-b} es también infinitesimal, por eso la sucesión {zp X 
X Yn} converge y tiene el número a-b por su límite. 
Para demostrar el teorema correspondiente para el cociente de dos 
sucesiones necesitamos el lema siguiente. 
Lema 1. Si una sucesión (y) converge y tiene límite b diferente de 
cero, evtonces, partiendo de cierto múmero, es definida la sucesión 


(5 que es acotada. 


DEMOSTRACIÓN. Sea e = |b |/2. Como b40, se tiene e >0. 
Sea N el número correspondiente a este e, partiendo del cual se cum- 
ple la desigualdad | yn—b|<e o bien |yn—b|<|b|/2 
De esta desigualdad se desprende que para n > N se cumple la a 


gualdad *) | yn | > | 1/2. Por eso, cuando n> Y tenemos] L| < 


Y 
<fi- Por consiguiente, partiendo de este número M, podemos con- 


siderar la sucesión (Jue es acotada. El lema 1 queda demostrado. 


Teorema 3.12. El cociente de dos sucesiones convergentes (zp) e 
(Un ) es sucesión convergente cuyo límite es igual al cociente de los li- 
miles de las sucesiones ln) e fun), st se observa la condición de que el 
límite (yn) es diferente de cero. 

DEMOSTRACIÓN. Del lema demostrado 1 se desprende que partien- 
do de cierto número N, los elementos de la sucesión (yn) son 


diferentes de coro y la sucesión {Ż-} es acotada. Partiendo de 
esto número, consideremos la sucesión (32). Sean a y b los 
límites de las sucesiones {zn} e (yn). Demostremos que la sucesión 
{E-i} 0 infinitesimal. En efecto, como zn =4+%,, Yn =b-+ 
+fPn, se tiene 


t= lar ba). 
Ya que la sucesión {7t} es acotada y la sucesión {on Pa} 


*) En realidad, ya que b= (b — yn) + yn y 1b — vn | < Ll, entonces 


b 
61510 — om I Hiu I< iZ 4 1 ynl - 
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es infinitesimal, entonces la sucesión (¿2 (09—-F Bn) ) = (2— 
—-+) es infinitesimal. El teorema queda demostrado. 


3. Paso al límite en las desigualdades. Acabamos de demostrar 
que las operaciones aritméticas sobre las sucesiones convergentes lle- 
van a las mismas operaciones aritméticas sobre sus límites. En este 
punto mostremos que, pasando al límite, las desigualdades válidas 
para los elementos de sucesiones convergentes se convierten en las de- 
sigualdades correspondientes para los límites de estas sucesiones. 

Teorema 3.13. Si, partiendo de cierto número, los elementos de una 
sucesión convergente (z,) satisfacen la desigualdad zn > b (£n < b), 
entonces el límite a de esta sucesión satisface también la desigualdad 
a> b (a< b). 

DEMOSTRACION. Sea que, partiendo por lo menos de cierto número, 
todos los elementos zp satisfacen la desigualdad zn > b. Es necesario 
demostrar la desigualdad a> b. Supongamos que a < b. Ya que 
a es el límite do la sucesión {z„}, para el positivo e = b — a se 
puedo indicar un número N tal que para n> N so cumple la desigual- 
dad | 2, — a | <b— a. Esta desigualdad es equivalente a dos de- 
sigualdades siguientes: — (b — a) <z, — a < b — a. Emplean- 
do la parte derecha de estas desigualdades obtenemos zn < b que 
contradice la condición del teorema. El caso de 7, < b se considera 
análogamente. El teorema queda demostrado. 

OBSERVACION. Los elementos de la sucesión convergente (x,) pue- 
den verificar la desigualdad estricta z, > b, pero al mismo tiempo, 
el límite a puede ser igual a b. Por ejemplo, si z, = 1/n, entonces 
Za >0, pero lim x, = Q. 


Corolario 1. Si, partiendo de cierto número, los elementos z, e 
Yn de sucesiones convergentes {zn ) e [yn } satisfacen la desigualdad z, < 
< yn, entonces sus límites verifican la misma desigualdad: 


lím z [lim yn. 
naa naa 
En efecto, los elementos de la sucesión (y,—,) son no nega- 
tivos y, por eso, es no negativo su límite lím (y,—z,)= 
=lím yn—lím z,. De aquí se deduce que 


a 
lím z, [lím yn. 


Corolario 2. Si todos los elementos de una sucesión convergente 
{zn} se encuentran en el segmento la, b), entonces el límite de esta su~ 
cesión se halla también en este segmento. 

En efecto, como a< z, < b, se tiene a< c< b. 
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El siguiente teorema desempeña importante papel para varias 
aplicaciones, 

Teorema 3.14. Sean {zn} y {zn} sucesiones convergentes que tiene 
el límite común a. Sea, además, que, partiendo de cierto número los 
elementos de una sucesión (yn) satisfacen las desigualdades z, < Yn < 
< Zn. Entonces, la sucesión {yn} converge y tiene el límite a. 

DEMOSTRACION. Basta demostrar que la sucesión (yn — a) es 
infinitesimal. Mediante N* denotemos el número, partiendo del 
cual se cumplen las desigualdades que se plantean en la condición 
del teorema. Entonces, partiendo de este mismo número, se cumplirán 
también las desigualdades z, — a< yn — a< Zn — a. Do aquí se 
desprende que para n> N* los elementos de la sucesión (yn — a} 
satisfacen la desigualdad 


lYn —a] <máx (Jr —al, znal} 


Ya que lím z, =a y lím z, =a, entonces para cualquier 
ni 


e > 0 se puede indicar números NM, y N, tales que siendo n3 Ny, 
[2h —al<e y, siendo n>Na |2z—al<e. Sea N= 
= máx {N*, N,, N3}. Partiendo de este número, tiene lugar la desigual- 
dad | yn — a | < e. Así pues, la sucesión fyn — a) es infinitesimal. 
El teorema queda demostrado. 
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1. Definición de las sucesiones monótonas. 

Definición. Una sucesión {zn ) se denomina no decreciente (no cre- 
ciente) si todo término de esta sucesión, partiendo del segundo, no es me- 
nor (mayor) que el anterior, es decir, para todos los números n es válida 
la desigualdad 


EnS na (Tn Trta). 


Las sucesiones no decrecientes y no crecientes se agrupan en la clase 
de sucesiones monótonas, Sì todos los números n de los elementos de la 
sucesión monótona (z,) satisfacen la desigualdad z, < £n +1 (Ln > 
> 2n +1), entonces la sucesión {z} se denomina creciente (decre- 
ciente). Las sucesiones crecientes y decrecientes se denominan también 
estrictamente monótonas. 

Las sucesiones monótonas están acotadas superior o inferiormen- 
te, a saber: las sucesiones no crecientes están limitadas superiormente, 
y las no decrecientes, inferiormente por sus primeros elementos. Por 
eso, una sucesión no creciente será acotada por ambos lados si está 
limitada inferiormente y la no decreciente será acotada por ambos 
lados si está limitada superiormente. 

Consideremos ejemplos de sucesiones monótonas. 

1. La sucesión 1, 1, 1/2, 1/2, .... 1/n, t/n, . . . es no creciente. Está 
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acotada superiormente por su primer elemento igual a la unidad e in- 
feriormente, por el número cero. 

2. La sucesión 1, 1,2, 2, ..., n, n, ... es no decreciente, Está acotada 
inferiormente por su primer elemento igual a la unidad y no está aco- 
tada superiormente. 

3. La sucesión 1/2, 2/3, 3/4, . . . n/(n + 1), ... es creciente. Está 
acotada por los dos lados, inferiormente por su primer elemento 1/2 
y superiormente por la unidad. 

2. Criterio de convergencia de la sucesión monótona. Vamos 
a demostrar el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 3.15. Si una sucesión no decreciente (no creciente) (2) 
está acotada superiormente (inferiormente) ella converge. 

De acuerdo con el punto anterior, la sucesión [z,), que satisface 
la condición del teorema 3.15, está acotada. Por eso el teorema 3.15 
puede enunciarse brevemente del modo siguiente: si la sucesión monó- 
tona {zn} está acotada por ambos lados, ella converge. 

DEMOSTRACION. Ya que la sucesión (x,) está acotada, el conjunto 
de sus elementos tiene cotas exactas superior 7 e inferior æ (véase ol 
teorema 2.1). Demostromos que si (z,) es sucesión no decreciente su 
límite será dicha cota superior exacta æ; si {zn} es sucesión no cre- 
ciente, su límite será mencionada cota inferior exacta x. Nos limite- 
mos al caso de la sucesión no decreciente, puesto que para la suce- 
sión no creciente los razonamientos son análogos. 

Ya que z es cota superior exacta del conjunto de los elementos de 
la sucesión (z, ), para cualquier £ > 0 se puede indicar un elemento 
ay tal que zy >z— £ y zy F (todo elemento zn no es mayor que 
la cota superior exacta Z, z, < 2). Poniendo en correspondencia dichas 
desigualdades, obtenemos las desigualdades 0<Z—z2y< 

< e. Ya que {zn } es sucesión no decreciente, para n >> N son válidas 
las desigualdades z < zn < 7. De aquí se desprende que, para n> 
>N, se cumplen las desigualdades 0< 7 — z, <Z— zy. Ante- 
riormente hemos notado que z — zy < e y por eso, para n> N 

son válidas las desigualdades 0< x — £, < £, de las cuales se des- 
prende la desigualdad | zh — z | < e. De este modo, queda estable- 
cido que 7 es el límite de la sucesión (z,). El teorema queda demos- 
trado. 

OBSERVACION t. La acotación de una sucesión monótona es la condi- 
ción necesaria y suficiente de su convergencia. 

En efecto, si una sucesión monótona está acotada, en virtud del 
teorema 3.15 ella converge; si la sucesión monótona converge, en- 
tonces, conforme al teorema 3.8, ella está acotada. 

"OBSERVACION 2. Una sucesión convergente puede no ser monótona. 
Por ejemplo, la sucesion (z,) converge y tiene el cero por su límite 
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six, = ( — 1)'/n. Ya que los signos de los elementos de esta suce- 
sión se alternan, ella no es monótona. 
OMSERVACIÓN 3. Si la sucesión fzn) es no decreciente y acotada y 
T es su límite, entonces para todos los números » es válida la desi- 
gualdad z, < Z. Los elementos de la sucesión acotada no creciente 
{zn}, que converge hacia z, satisfacen la desigualdad z< zn. La 
validez de esta afirmación fue establecida al demostrar el teorema 
3.45. 
Corolario del teorema 3.15, Sea dado un sistema infinito de seg- 
mentos la,, b,l, laz, bal, laa, Dad, ..., lan, bnl, . - ., en el cual cada 
segmento posterior se contiene en el anterior *) y sea que la diferencia 
bn — an (se denominará longitud del segmento lan, dn)) tiende a cero 
cuando n— co (el sistema de segmentos que posee estas propiedades se 
denominará comprimible). Entonces, un punto c que pertenece a todos 
los segmentos de este sistema eziste, y además es único. 
DEMOSTRACION. Ante todo, notemos que el punto c que pertenece 
a todos los segmentos es único. En efecto si existiera otro punto 
d perteneciente a todos los segmentos, entonces todo el segmento **) 
lc, dl pertenecería a todos los segmentos lan, bnl. Pero entonces, 
para cualquier número », se cumplirían las desigualdades b, — 
— an > d — c > 0, lo que es imposible, puesto que bn — an ~> 0 
cuando. n=» co. Ahora demostremos que eziste el punto c pertene- 
ciente a todos los segmentos lan, bn]. Ya que el sistema de los seg- 
mentos es comprimible, la sucesión de los extremos izquierdos fan }, 
es no decreciente, y la sucesión de los extremos derechos fbn}, no 
creciente. Puesto que las dos sucesiones están acotadas (todos los 
elementos de las sucesiones fan} y (b,) se encuentran en el segmento 
1a,, b), las dos convergen, según el teorema 3.15. La diferencia 
n — ap es infinitesimal lo que demuestra que dichas sucesiones 
tienen límite común. Lo denotemos por c. De la observación 3 se de- 
duce que, para cualquier número m, son válidas las desigualdades 
An SCS bn, osea, el punto c pertenece a todos los segmentos lan, bnl. 
3. Algunos ejemplos de sucesiones monótonas convergentes, Con- 
sideremos ejemplos de sucesiones cuyos límites se hallarán empleando 
el teorema 3.15 sobre el límite de una sucesión monótona. Además, 
en este punto vamos a familiarizarnos cof el procedimiento general 
para hallar límites de sucesiones dadas por fórmulas recurrentes ***). 


EJEMPLO 1. Consideremos la sucesión (rn) cuyo elemento y 
es igual a 


2=WaerVarVar...+Va a>0 


*) Esto significa que an-ı < an < bn < bn-r- 
++) Para precisión, tomamos d> c. 
+++) La fórmula recurrente (del vocablo latino recurrens) es fórmula que per- 
mite expresar el (n + 1)-ésimo elemento de una sucesión por medio de los valoros 
de sus n primeros elementos. 


5-607 


Esta misma sucesión puede representarse, naturalmente, por la si- 


guiente fórmula recurrente: 
a=Ya, =V ah zp 


Para argumentar la existencia del límite de la sucesión (z, ), demos- 
tremos que esta sucesión es creciente y acotada. Lo primero se averi- 
gua inmediatamente. Demostremos que la sucesión (xn) está acota- 
da superiormente por un número A, que es el máximo entre los dos 
números a y 2. Si z, < a, lo que se requiere queda demostrado. Si 
Ln > a, entonces, sustituyendo, en el miembro derecho de la desi- 
gualdad zà = a + Zn- a + Zn, el número a por el número ma- 
yor £, oblenemos zh < 2z,, de donde z, < 2. Hemos demostrado 
que la sucesión {zp} está acotada superiormente. Conforme al teore- 
ma 3.15, tiene límite. Lo denotemos por medio de c. Es evidente que 
c > 0. De la fórmula recurrente tenemos la relación 


Eh =a + Eae 


que significa que las sucesiones {z4} y fa -+ z,.,) son idénticas. 
or eso sus límites son iguales. Ya que la primera de estas sucesio- 
nes tiene el límite c° y la segunda, a + c, entonces c? = a + c. Sien- 


do c>0, hallamos que c =1EVEER, 


EJEMPLO 2, Ahora consideremos la sucesión {za} empleando la 
cua) suelen calcular la raíz cuadrada del número positivo a on los 
ordenadores modernos de acción rápida. Esta sucesión se determina 
por la siguiente fórmula recurrente: 


mE (mt). 211%... 


donde como z, se puede tomar cualquier número positivo. E 

Demostremos que esta sucesión converge y tiene el número V% 
por su límite. Ante todo, demostremos la existencia del límite de la 
sucesión En 3. Para hacerlo basta argumentar que la sucesión {£n} 
está acotada inferiormente y, partiendo del segundo número, es no cre- 
ciente. En primer lugar, demostremos quo la sucesión fz,) está aco- 
tada inferiormente. Por condición, z, > 0. Pero si n =1 entonces 
de la fórmula recurrente se desprende que z, > 0; de aquí y de la 
misma fórmula se deduce para n = 2 que z, > 0. Prosiguiendo estos 
razonamientos podremos demostrar que todos los z, > 0. 

Ahora demostremos que, para n>2 todos los z, satisfacen la 
desigualdad xn>V a. Escribiendo la fórmula recurrente en la 


forma tE G) , empleemos la desigualdad casi 
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evidente t-+ L>28) que es válida para cualquier 2>0 (toma- 
T> 
mos 5). Obtenemos que Z..>V Z, para todo n>1, es 


decir, 1n>V 2, partiendo del número n=2. 
En fin, demostremos que la sucesión (xn) no crece si n>2. 


De la fórmula recurrento obtenemos HE =$ (14-32) y de aquí, 


teniendo en cuenta que z,>V/a, hallamos sus o bien > 


än (para n>2). Ya que para n>2 la sucesión {zn} es no 
creciente einferiormente acotada por el número V a, ella tiene 
límite no inferior a Va (véase el teorema 3.13). Denotando este 
límite por c y tomando en consideración que lím Zn, =0 y 
neos 
1 woy, 

lim (+ (aH )}= i (e$), obtenemos e= 7 (e44). 
Por consiguiente, ¢ =V a. 

opservacIon s. En los ojemplos considerados hemos empleado el 
siguiente procedimiento que se usa frecuentemente para buscar el lí- 
mite de una sucesión. Primeramente argumentamos la existencia del 
límite y después hallamos su valor numérito, partiendo de la ecua- 
ción que se obtiene de la fórmula recurrente al sustituir en ella 
Zn Y Tn+, por el valor buscado c del límite de la sucesión {zp}. 

OBSERVACION 2. Las fórmulas recurrentes se usan con frecuencia en 
la matemática moderna, puesto que su aplicación lleva a la repeti- 
ción de operaciones de un mismo tipo que es muy cómodo para reali- 
zar cálculos en ordenadores de acción rápida. 

Como ya nos hemos convencido, la fórmula recurrente considerada 
determina el algoritmo para calcular Vz (hemos demostrado que 
lm z, = Va). 


"En el Complemento 2 del presente capítulo se examina la veloci- 


dad de convergencia de la sucesión (z,) hacia V a. Demostramos 
que, para cualquier a >1, al elegir la primera aproximación 2, 
de un modo determinado, la cuarta aproximación z, ya nosda el nú- 


mero Va con el error que no supera a 10-%, 


Para demostrar esta desigualdad bosta observar que, para t> 0, 
es equívalonte a la desigualdad 12—217 1> 0- 
++) Esta igualdad se desprendo de la fórmula recurrente 
1 
tna== (a+) » 
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EJEMPLO 3, Demostremos que la sucesión (c,), en la cual 
an 
EFD’ 


tiene, para cualquier z fijado, el límite igual a cero. Ya que 


para un n suficientemente grande la fracción -- + <1, entonces, 


partiendo de un número: Y, tenemos enp < Jen] puesto que 
lensal ==. LE pe, 1. LL 
sl al n+4 A OS 

Por consiguiente, partiendo del número W, la sucesión (| cn | } 
será monótonamente decreciente e inferiormente acotada (por ejem- 
plo, por el cero). Según el teorema 3.15, la sucesión (| cn | } con- 
verge. Sea c límite de esta sucesión. De la relación [cnp | = 
-Fly se deduce que c = 0, puesto que el límite de la su- 
cesión {| cn | } os igual a c y el límite de la sucesión (FL) os 
igual a cero. 

4. El número e. Vamos a aplicar el teorema 3.15 sobro la existon- 
cia del límite de una sucesión monótona para demostrar la existen- 
cia del límite de la sucesión {z, } cuyo elemento z, se determina por 
la fórmula 


= jé 


zma (144). 


Demostremos que esta sucesión crece y está acotada superiormente. 
Empleando la fórmula del binomio de Newton hallamos 


smien O gpega gy., 


AAN TAN 


mi a 


Vamos a representar esta expresión en la forma siguiento: 
2 


aozit (1) + (1) (14) +. 
A (1 
Escribimos Z»,, del modo completamente análogo: 
2 24 (1h Fl +) (M- HH) +. 
+a l +) (t-r) (1 1): 


5 4. Propiedades de sucesiones arbitrarias 69 


Comparando directamente nos cercioramos *) de que 
Tn <L Trt 


o sea, la sucesión {zn } es creciente. 

Para demostrar la acotación superior de esta sucesión observemos 
que en la relación (3.6) toda expresión entre paréntesis es inferior a 
la unidad. 


27, cuando l>2, obte- 


ys i 1 
Tomando en consideración que -r < -x 


nemos 
$ 4 1 1 
2 < 24 A rd r a. 


Así pues, la sucesión {zn ) crece y está acotada superiormente. Según 
el teorema 3.15, la sucesión (z, } tiene límite que se denomina número 
e. Por consiguiente, según la definición, 


e= lim (14-7)". 


OBSERVACION. Ulteriormente daremos a conocer que el número e 
desempeña un papel importante en las matemáticas. En el presente 
punto damos solamente la definición del número e sin explicar el 
procedimiento para calcularlo con cualquier grado de exactitud. Lo 
haremos en los pp. 1 y 2 del $ 16 en el cap. 8. 

Aquí solamente notemos que on virtud de que Zn < 3 y de (3.6) 
se deduce directamente que 2 < Tn, el número e está comprendido 


entre los límites 

2<e<3 (8.7) 
(conforme al corolario 2 del teorema 3.13). 
$ 4. Algunas propiedades de sucesiones arbitrarias 


y conjuntos numéricos 


1. Subsucesiones numéricas. Sea Ti, Zg, - - -+ Zn, - - - UNA SUCO" 
sión numérica. Consideremos una sucesión arbitraria de números po- 
sitivos enteros ky, ka, - . -, Kns » » =» - Seleccionemos de la sucesión 
tzn) los elementos de los números ky, kz, . . -+ kn» -y coloqué- 
moslos en el orden igual al de kp: 


Tha Th To e 


k k j 
») Porque (1-4) <(1- hr) » Para cualquier 0<k<n y, ademós, 
Znsx contiene un término positivo más que zn. 


70 Cap. 3 Límite de una sucesión 


La sucesión obtenida se denominará subsucesión de la sucesión (Zn). 
En particular, la propia sucesión fz,) puede considerarse como sub- 
sucesión (en este caso kn = n). Mencionemos la siguiente propiedad 
de subsucesiones de una sucesión convergente: si la sucesión {£p} 
converge y tiene el número a por su límite, entonces toda subsucesión de esta 
sucesión también converge y tiene el número a por su límite. En efecto, 
ya que {zn } es sucesión convergente y a, su límite, entonces, para cual- 
quier e >0 so puede indicar un número N tal que, para nœ N, 
se cumple | zn — a | < e. Sea fz,, ) una subsucesión de la sucesión 
{£n}. Ya que ky> N, entonces, partiendo de un número ky los 
elementos de la subsucesión (z,,) satisfacen la desigualdad | Exp 
— a | < e. Por eso la subsucesión (z,, ) converge y tiene el número 
a por su límite. Es también válida la afirmación inversa: si todas las 
subsucesiones de una sucesión dada (z,) convergen, entonces los limi- 
tes de todas estas subsucesiones son iguales a un mismo número a; en 
particular, la sucesión (xn) converge también hacia este número. En 
realidad, ya que la sucesión (z, ) es también subsucesión, entonces ella 
converge y tiene por límite el número a. Pero, entonces cualquier 
otra subsucesión también converge y tiene el mismo límite a. 

Las subsucesiones de sucesiones infinitas poseen la propiedad aná- 
loga, a saber, toda subsucesión de una sucesión infinita es también infi- 
nita. La demostración de esta afirmación es análoga a la de la afir- 
mación referente a la subsucesión de sucesiones convergentes. 

OBSERVACION. De toda sucesión convergente se puede extraer una 
subsucesión convergente monótona, En efecto, si {zn} es sucesión 
convergente y a es su límite, entonces tiene lugar al menos uno de 
los tres casos siguientes: 1) existe un número infinito de elementos de 
la sucesión iguales a a; 2) en cualquier e-entorno del punto a hay un 
número infinito de elementos que satisfacen la desigualdad z, < 

< a; 3) en cualquier e-entorno del punto a existe un número infinito 
de elementos que satisfacen la desigualdad z, > a *). En el primer 
caso, la subsucesión monótona convergente es la subsucesión de ele- 
mentos iguales a a. El segundo y tercer casos se examinan de manera 
igual, por eso nos limitamos a considerar ol segundo caso, cuando en 
cualquier e-entorno del punto a existen muchos elementos x, que 
satisfacen la desigualdad x, < a. En otras palabras, consideremos el 
caso cuando todo intervalo (a — e, a) comprende un número infinito 
de elementos de la sucesión. Sea za, uno de estos elementos, zp, < a. 
Del conjunto infinito de los elementos de la sucesión (z,) situados 
en el intervalo (z+,, a) seleccionemos algún elemento zę, cuyo nú- 
mero k, es mayor que el de k,. Después, del conjunto infinito de los 
elementos de la sucesión fz,) situados en el intervalo (z},, a) selec- 


*) Si ninguno de estos casos tuviera lugar, entonces en cierto e-entorno del 
guata, a existiría solamente un número finito de elementos de la sucesión, es 
lecic, el punto a no sería límite de la sucesión. 
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cionemos un elemento zp, para el cual k, > k+. Siguiendo ilimitada- 
mente este proceso, obtendremos una subsucesión monótonamente 
creciente {z}, ) de la sucesión (z,) que, en virtud de la propiedad de 
subsucesiones de una sucesión convergente mencionada en este pun- 
to, converge hacia a. 

Notemos que de toda sucesión infinita se puede extraer una subgu- 
cesión infinita monótona. 

2. Puntos límite de una sucesión. 

Definición 1. Un punto x de la recta infinita se denomina punto 
límite de una sucesión {zn} si en cualquier e-entorno de este punto 
existe un número infinito de elementos de la sucesión {zn}. 

Es válido el lema siguiente. 

Lema 2. Si z es punto límite de la sucesión (x,), entonces de esta 
sucesión se puede eztraer una subsucesión {zp} que converge hacia el nú- 
mero z. 


DEMOSTRACION. Sea z punto límite de la sucesión (z,). Consido- 
remos el sistema de e-entornos del punto z, para los cuales € os sucesi- 
vamente igual a 1, 1/2, 1/3, . . ., 1/n,.. . . En el primero de estos entor- 
nos seleccionemos un elemento z}, de la sucesión (z,), y en el se- 
gundo, un elemento zz, tal que k} > k,. En ol tercero vamos a esco- 
ger un elemento z}, tal que k, > k,. Éste proceso puede continuarse 
ilimitadamente, puesto que en todo e-entorno del punto z existe 
un número infinito de elementos de la sucesión (z,). Como resulta- 
do, obtenemos la subsucesión Z», £a,- - -, Za» += + de la sucesión 


{n}. que converge hacia z, puesto que | z}, — z| <È. El loma 
queda demostrado. 


OBSERVACION. Es también válida la afirmación inversa: si de la su- 
cesión {zn} se puede extraer una subsucesión convergonte al número 
z, entonces ol número z es punto límito de la sucesión fz,). En efec- 
to, en todo e-entorno del punto z existe un número infinito de ele- 
ps de la subsucesión extraída y, por lo tanto, de la propia suce- 
sión {zp}. 

De este modo, se puede dar otra definición del punto límite de una 
sucesión equivalente a la definición 1. 

Definición 2. El punto x se denomina punto límite de la sucesión 
{2n ) si de esta sucesión se puede extraer una subsucesión convergente ha- 
cia z. 

Notemos la siguiente afirmación. 

Lema 3. Toda sucesión convergente tiene un solo punto límite que 
coincide con el límite de esta sucesión. 

DEMOSTRACIÓN. En primer lugar, notemos que el límite a de la su- 
cesión convergente (z,) es punto límite de esta sucesión, puesto que 
todo e-entorno del punto a comprende todos los elementos de la su- 
cesión, partiendo de cierto número vamos a convencernos de que la 
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sucesión convergente no tiene otros puntos límite. En efecto, sea b 
punto límite de la sucesión convergente. En virtud del lema 2, de 
{zn} se puede extraer una subsucesión (z,,) que converge hacia b 
pero cualquier subsucesión de la sucesión convergente tiene el límite 
a (véase el p. 1 de este párrafo) y, por eso, b = a, 

Aduzcamos el ejemplo do una sucesión que tiene dos puntos lími- 
te. Demostremos que la sucesión 


1 9 1 1 
LAA AA A 
tiene sólo dos puntos límite O y 2. Es obvio que estos puntos son pun- 
tos límite de la sucesión considerada, puesto que la subsucesión 1, 
4/2,1/3, .. 1/n, . . . de esta sucesión tiene por límite el cero y la 


subsucesión 2, 2, . . . . tiene por límite 2 *). Esta sucesión no 
tiene otros puntos límite. En efecto, sea z cualquier punto del eje 
numérico, diferente de O y 2. Consideremos e-entornos de los puntos 
0, 2 y z que no se cruzan (fig. 3.1). Los e-entornos de los punto 0 y 
2 comprenden, partiendo de cierto número, todos los elementos de la 
sucesión y, por eso, dicho e-entorno del punto z comprende sólo un 
número finito de sus elementos, o sea, z no es punto límite. 

3. Existencia del punto límite de una sucesión acotada. Es válida 
la siguiente afirmación notable. 

A Teorema 3.16. Toda sucesión acotada tiene por lo menos un punto 
límite, 

DEMOSTRACION. Ya que la sucesión (z,) está acotada, entonces exis- 
tën números reales m y M tales que todos los elementos zn de la su- 
cesión z(,) satisfacen las desigualdades m< z, < M. Consideremos 
un conjunto {z} de números reales z tales que a la derecha **) de cada uno 
de estos números ora no hay ningún elemento de la sucesión {2n} ora 
se tiene solo un número finito de estos elementos. El conjunto {z} tiene 
al menos un elemento (por ejemplo, el número M) y está acotado in- 
feriormente (por cualquier número menor que m). Èn virtud del teo- 
rema 2.1, el conjunto {z} tiene la cota inferior exacta que se denotará 


por z***), 


*) Véase Ja definición 2 del punto límite. 

+») Decimos quo el número a está a la derecha del número b si a >b 
(véase el $ 2 del cap. 2). 

+e) En adelante vamos a aclarar por quédenotamos esta cota inferior 


por el simboloj? |. 


5 4. Propiedades de sucesiones arbitrarias 13 


Demostremos que este número 7 es punto límite de la sucesión 
{zn}. Sea e cualquier número positivo. Sabemos de antemano que el 
número 7 — e no pertenece al conjunto {z}, por eso a la derecha del 
múmero T — e se encuentra un número infinito de elementos de la suce- 
sión tz). Por la definición de la cota inferior exacta, en el conjunto 
{z} existe un número z' que satisface las desigualdades 7S Y < 7 + 


Fig. 3.2 


+ e (fig. 3.2). Por la definición del conjunto {z}, a la derecha de 
x' se encuentra no más de un número finito de elementos de la sucesión 
{zn}. Por tanto, on el semisegmento (z — e, 2'l, y, más que éso, òn 
el e-entorno del punto 7 está comprendido un número infinito de ele- 
mentos de la sucesión, o sca, z es punto límite de la sucesión {zp ). 
El teorema queda demostrado. 

onsmrvación 1 Volvamos a examinar el conjunto {z} introducido 
al demostrar el teorema 3.16. Hemos demostrado que la cota infe- 


rior exacta z de este conjunto es punto límite de la sucesión {zp }- 


z z 
—< 


a E 
Fig. 3.3 


Demostremos que ningún número z superior a z es punto límite de la 
sucesión {zn}, o sea, x es el máximo punto límite de esta sucesión. 
Sea z cualquier número superior a 7. Seleccionemos_e > 0 tan pe- 
queño que el número z — e también supere al número z (fig. 3.3). Por 
la definición de la cota inferior exacta existe un número z’ del c 
junto {z}, que se encuentra a la izquierda do z — e. Por la definición 
del conjunto {z}, a la derecha de z' y, por tanto, en el e-entorno del 
punto z se encuentra no más de un número finito de elementos de la 
sucesión {zn}. Esto demuestra que z no es punto límite. 

Definición. El máximo punto límite 7 de la sucesión {zn} se de- 
nomina lémite superior de esta sucesión y se denota por el símbolo 
z= Ám Zp- 


La observación 1 permite afirmar que toda sucesión acotada tiene 
límite superior. De manera completamente análoga se introduce el 
concepto del límite infertor z de la sucesión fx, ) que se define como 
el mínimo punto límite de esta sucesión. Para el límite inferior se 
usa la denotación z = lím z,- 


ia 
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La existencia del límite inferior de cualquier sucesión acotada en 
se demuestra análogamente a los razonamientos del teorema 3.16 
y la observación 1 de este teorema. Pero esta vez se debe considerar 
el conjunto {z} de números reales z tales que ala izquierda de cada 
uno de estos números yace no más de un número finito de elementos de 
esta sucesión. 

Así pues, llegamos a la siguiente afirmación. 

Toda sucesión acotada tiene límite superior e inferior. 

Demostremos otra serie de corolarios del teorema 3.16 y la obser- 
vación 1. 

Corolario 1. Si (a, b) es intervalo fuera del cual se encuentra sólo 
un número finito de elementos de la sucesión acotada {zn}, y £ y T son 
límites inferior y superior de esta sucesión, entonces el intervalo (£, 2) 
está comprendido en el intervalo (a, b) y por eso T — £< b — a. 

DEMOSTRACIÓN, Ya que a la derecha del punto b se encuentra no 
más de un número finito de elementos de la sucesión, b pertenece al 
conjunto {z}, mencionado en la demostración del teorema 3.16 y, 
por eso T< b. Haciendo razonamientos análogos, nos cercioramos de 
que a< z, lo que significa que el intervalo (a, b) comprende ol in- 
tervalo (z, z). 

Corolario 2. Para cualquier número positivo e el intervalo (£ — 

— e, T + e) comprende todos los elementos de la sucesión tn). par- 
tiendo de cierto número (que depende, sin duda, de e). 

DEMOSTRACION. Ya quez es cota inferior exacta del conjunto 
{z} mencionado en la demostración del teorema 3.16, entonces para 
cualquier e > 0 existe un número z' menor de F -+ e y perteneciente 
a {z}. Esto significa que a la derecha de z'y, por tanto, a la derecha 
del intervalo (2 — e, z + e) puede estar sólo un número finito de ele- 
mentos de la sucesión (xp). Se demuestra análogamente que a la izquier- 
da dol intervalo (z — e, z + e) puede estar sólo un número finito de 
elementos de la sucesión (2). 

OBSERVACIÓN 2. Vamos a aclarar cuántos puntos límite puede te- 
ner una sucesión acotada (zp). 

Denotemos mediante z y z los límites inferior y superior, respec- 
tivamente, de esta sucesión. Es obvio que todos los puntos límite 
de la sucesión (Z,), tantos como sean, están situados en el segmento 
to, zl 

Si æ = z *), la sucesión tiene un solo punto límite. Si æ < F, la 
Sucesión tiene al menos dos puntos límite x y z. Notemos que la su- 


*) A continuación demostraremos que la igualdad z = 7y la condición 
de acotación son condiciones necesarias y suficientes de convergencia de la 
«sucesión. 
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cesión puede tener un númoro cualquiera e 


cluso infinito de puntos 
límite. La sucesión 1, 2, 1/2, 2, . 1/n, 2, . . .„ considerada en el 
punto anterior, tiene sólo dos puntos límite: el límite inferior æ = 0 
y el superior z = 2. Aduzcamos el ejemplo de una sucesión que tie- 
ne número infinito de puntos límite. Por ejemplo, consideremos la 
sucesión cuyos elementos recorren, sin repetirse, todos los números 
racionales del segmento {0, 1] *). Es obvio que todo punto de este 
segmento será punto límite de dicha sucesión. 

4. Extracción de una subsucesión convergente. Los resultados 
del punto anterior llevan al siguiente teorema fundamental. 

Teorema 3.17. (teorema de Bolzano—Weierstrass **). De toda 
sucesión acotada se puede extraer una subsucesión convergente. 

DEMOSTRACION. Ya que la sucesión está acotada, tiene al menos un 
punto límite z. En este caso, de esta sucesión se puede extraer una 
subsucesión convergente al punto z (véase la definición 2 del punto 

mito). 

OBSERVACION 1. De cualquier sucesión acotada se puede eztraer uná 
subsucesión monótona. Efectivamente, en virtud del teorema de 
Bolzano— Weierstrass, de cualquier sucesión acotada se puede extraer 
una subsucesión convergente, de la cual, conforme a la observa- 
ción del punto 1 del presente párrafo, se puede extraer una subsuce- 
sión monótona. 

OBSERVACION 2 Sea (z,) sucesión acotada cuyos elementos se en- 
cuentran en el segmento la, b). Entonces, el límite c de toda subsucesión 
convergente {£}, jestá situado también en el segmento la, bl. En efecto, 
como a< TaS b, en virtud del corolario 2 del teorema 3.13 se 
cumplen las desigualdades a< c< b lo que significa que c se encuen- 
tra en el segmento (a, bl. 

Notemos que en algunos casos se puede extraer también una sub- 
sucesión convergente de la sucesión no acotada. Así, la sucesión 1, 
1/2, 2, 1/3, ..., n, 1/(n +1), . . . es no acotada, pero la subsucesión 
1/2, 1/3, ...., 1/n, .. . de sus elementos de números pares converge. 
Sin embargo, no de toda sucesión no acotada puede extraerse una sub- 
sucesión convergente. Por ejemplo, cualquier subsucesión de la su- 


*) Por ejemplo, los múmoros racionales del segmento [0, 1] pueden dis- 
ponerse on una sucesión sin ropeticiones del modo siguiente. Consideremos 
grupos de números racionales do este segmento, poniendo los números 0 y 1 en el 
rimer grupo, el número 1/2, en el segundo, todos los números no simplifica- 
les p/q con el denominador 3, on el tercero, y, en genoral, todas las fracciones 
racionales no simplificables con el denominador n, del segmento (0, 1] en el 
n-ésimo grupo. Es evidente que todo número racional estará en cierto grupo 
y todo grupo tendrá sólo un número finito de números racionales. Escribamos 
ahora los elementos del primer grupo uno tras otro, luego los elementos del 
qdo grupo, después los del tercero, etc. Como resultado obtenemos la sucesión 
necesaria, 

**) Bernhard Bolzano, filósofo y matemático checo (1781—1848), Karl 
Weierstrass, matemático alemán (1815—1897). 
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cesión no acotada 1, 2, . . ., m, . . . diverge. Por eso, hablando en ge~ 
neral, no se puede transferir el teorema de Bolzano— Weierstrass pa- 
ra sucesiones no acotadas. 

El teorema análogo para sucesiones no acotadas es la siguiente 
afirmación. 


Lema 4. De toda sucesión no acotada se puede extraer una subsucesión infinita. 

DEMOSTRACIÓN. Sea {zp} sucesión no acotada. Entonces existe un elemento 
up, de esta sucesión que satisfaco la condición | x,, | > 1, un elemento z4, 
de la misma que satisface las condiciones | yy, | >'2, ka > Ky, - + -, Un ele” 
mento y, de la misma que satisface las condiciones | z}, | > n, kp > kn=1o 
etc. Obviamente, la subsucesión z}, Zh,, -=., Zen» «> > 0S infinita. 

Del lema 4 y del teoroma de Bolzano-—Weierstrass se desprende la siguiente 
afirmación, 

Lema 5. De una sucesión completamente arbitraria se puede extraer una sub- 
sucesión ora convergente ora infinite 

OBSERVACION 3. Los resultados del presente punto permiten ampliar de 
algún modo el concepto de punto límito y límites superior e inferior de la suce- 
sión, 

Diremos que +æ (—0o) es punto límite de la sucesión (zn) si de esta suce- 
alón so puedo extraer una subaucesión infinita compuesta de elementos positivos 
(negativos). 

Si ol concepto do punto límite está ampliado de osta manera, entonces, 
la sucesión puede toner, excepto puntos límite finitos, otros dos puntos límite 
+% y —oo, En esto caso, el lema 5 permite afirmar que una sucesión completa- 
mente arbitraria tiene al menos un punto límite °). 

Teniendo en cuenta lógicamente que +o y —co están ligados con cual- 
quier número real finito z por la relación —œ < z < +00, vamos a conven- 
cernos de que una sucesión completamente arbitraria tiene límites superior e inferior 
(es docir, puntos límite máximo y mínimo). 

Para quo sea más preciso, fundamentamos la existencia del límite superior. 

En virtud de la observación 1 para el teorema 3.16, baste considerar sola- 
mente el caso cuando la sucosión {zn} no es acotada. Si, además, {zn} no os aco- 
tada superiormento, de ella se puedo extraer nna subsucesión infinita cuyos 
elementos son todos positivos y, por uso, +oo es punto límite y, por tanto, 
límite superior de {zn}. 

Consideremos el caso cuando la sucesión no acotada (=p) es superiormente 
acotada, o sea, existe un número real Af tal quo todos los elementos {zn} satis- 
facen la condición zn < M. Puesto que la sucesión {z ) no es acotada inforior- 
mente, de ella so puede extraer una subsucesión infinita cuyos elementos son 
ptos lo que significa que —æ es punto límito de la sucesión con- 
sidera 

Si, al mismo tiempo, la sucesión no tieno ningún punto límite finito, enton- 
ces —co es el único punto límite y, por eso, es el límite suporior de la sucesión 
considerada. Demostremos que si, la sucesión tiono, excepto —co, al menos 
un punto límite finito q, en este caso tiene límite superior. Ya que todos los 
elementos zn satisfacen la condición zn < M, en virtud del teorema 3.13 zp 
satisface también la condición zę < M. Fijemos arbitrariamente un e >0. 
Ya que en el e-entorno de =, so encuentra un número infinito de elomentos de la 
sucesión {zn}, entonces en el segmento [7,—e, M] también se encontrará un 
húmero infinito de estos elementos. 

Vamos a extraer de la sucesión {zn} una subsucesión de sus elementos que 
se encuentran en el segmento [xy — e, M]. La subsucesión extraída es acotada. 


*) Ora finito ora infinito. 


$ 4. Propiedades de sucesiones arbitrarias 1 


Por eso, en virtud de la observación 1 para el teorema 3.16, tiene límite supe= 
rior, es decir, el máximo punto límitez. Es obvio que 7 = zo es también 
punto límite de toda la sucesión {za}. Es evidente también que la sucesión 
{zn} no tiene puntos límite suporiores a 7, puesto que, si un número z superior 
az fuera punto limito do la sucesión (xn), entonces, debido a quo todos los 
elementos de la sucesión (xn) mayores que el número z, — e son también elo- 
mentos de la subsucesión extraída, el número z sería punto límite de la subs 
cesión extraída, mientras esta subsucesión no tiene puntos límite superiores a z. 
Pues, el número 7 es el máximo punto límite de la sucesión considorad: 


La existencia del Jímito superior de una sucesión complotamente arbitrari 
queda demostrada. 


De manera análoga se domuestra la existencia dol límite inferior. 


5. Condición necesaria y suficiente de convergencia de la sucesión. 
Cuando determinamos la convergencia de la sucesión (en) empleando 
su definición, debemos estimar la diferencia entre elementos zy 
de esta sucesión y su límite supuesto a. En otras palabras, debemos 
evaluar a qué equivalo el límite a de esta sucesión 

Es lógico proponer un criterio «interior» de convergencia de la 
sucesión que permite determinar su convergencia tomando en consi- 
deración sólo el valor de sus elementos. Para enunciar este criterio 
se el presente punto introducimos el concepto de sucesión fundamen- 
tal, 

Definición. La sucesión (x,)se denomina fundamental si para cual- 
quier e positivo existe un número N tal que para todos los números n 
que satisfacen la condición n > N y para todos los números naturales p 
{p = 1,2, . . .) es válida la desigualdad 


ltatp — Tn | < e. 


En el presente punto vamos a demostrar el siguiente criterio de 
convergoncia de la sucesión el llamado criterio de Cauchy *) para 


que la sucesión sea convergente es necesario y suficiente que sea funda- 
mental. 


Antes de pasar a la demostración del criterio de Cauchy, tenemos 


que demostrar algunas proposiciones auxiliares que nos interesan 
de por sí. 


Teorema 3.18. Para que la sucesión {zn} sea convergente es necesa- 


rio y suficiente que sea acotada y que sus límites superior e inferior z y z 
coincidan. 


DEMOSTRACIÓN. 1) NECESIDAD. Sea que la sucesión {Zn} converge. 
Entonces, es acotada (conforme al teorema 3.8) y tiene un solo punto 
límite (en virtud del lema 3 del p. 2). De este modo, z = 2 

2) surrciencia. El corolario 2 del teorema 3.16 comprueba que pa- 
ra cualquier e >0 el intervalo (+ — e, Z -+ €) comprende todos los 


*) Augusten Louis Cauchy, matemático francés (1789—1857). 
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elementos de la sucesión (z,) a partir de cierto número. Ya que 
æ = 3 = z, dicho intervalo coincide con el e-entorno del punto z, 
o sea, el punto z es límite de la sucesión {z ) (véaso la observación 1 
del p. 1 en el $2). 

Vamos a argumentar ahora la propiedad importante de la suce- 
sión fundamental que se desprende directamente de su definición: 

Para cualquier número positivo e se puede indicar un elemento z y 
de la sucesión fundamental en cuyo e-entorno están todos los elementos de 
la sucesión a partir del número N. En otras palabras, fuera del interva- 
lo (1 y — €, Ey + €) se encuentra no más de un número finito de ele- 
mentos de la sucesión *). 

En efecto, de la definición de la sucesión fundamental se deduce: 
para cualquier e > 0 se puede indicar un número X tal que para to- 
dos los p naturales (p = 1, 2,3, ...) se cumple la desigualdad 
Lay+p — zy | < e que significa que en el e-entorno del elemento 
Zy so encuentran todos los elementos de la sucesión a partir del nú- 
mero N. 

La propiedad mencionada permite establecer el carácter acotado 
de la sucesión fundamental. En efecto, sea e un número positivo fi- 
jado y z y el elemento en cuyo e-entorno se encuentran todos los ele- 
mentos de la sucesión a partir del número NV. Entonces, fuera de este 
e-entorno puedon estar sólo los elementos 2,, Za, +. -, Zy., Ponga- 
mos 

A= máx{ [24l, [Zal, «.., [Zaid ly el, [2 el) ee. 


Entonces, en el segmento [ —A, 4-A] están los números Z,, Zor +. - 
uy Ups Ey — Es Zy + €, y, por consiguiente, todos los puntos 
del e-entorno del elemento zy- De aquí se desprende que todos los 
elementos de la sucesión fundamental están en el segmento [—4, 
+ A] lo que significa su carácter acotado. 

Pasamos a demostrar la afirmación principal del presente punto. 

Teorema 3.19 (criterio de Cauchy de convergencia de la suce- 
sión). Para. que la sucesión (z,,) sea convergente es necesario y suficiente 
que sea, fundamental. 

DEMOSTRACIÓN. 1) NECESIDAD. Sea que la sucesión (z,) converge y 
z es su límite. Hay que demostrar que esta sucesión es fundamental. 
Tomemos cualquier número positivo e. De la definición de la suce- 
sión convergente se desprende que para el número (e/2) > 0 existe 
un número N tal que para n> N se cumple la desigualdad | 2, — 
—x|<e/2. 

Si p es cualquier número natural, entonces para n>-N se cumple 
también la desigualdad | zn+p— 2 |< 2/2. 


*) Notemos quo dicha propiedad es equivalente a la definición de la suce- 
sión fundamental. 
los ¿si 


fica geométricamente que A es igual a la máxima distancia 
> ZN- ZN — ly EN F e. 


del origen de roferencia © a los puntos zı, Ta, 
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Ya que el módulo de la suma de dos magnitudes no es mayor que 
la suma de sus módulos, empleando dos últimas desigualdades ob- 
tendremos que para n> N y para todos los números naturales p 


Entp— Tn] = |(Zn4p— 2) + (1— Zn) 1249 — 2] + [22] < 0. 


Por lo tanto, el carácter fundamental de la sucesión (z,) queda demos- 
trado. 

2) surrcrancia. Sea {zn} la sucesión fundamental. Hay que demostrar 
que esta sucesión converge. Según el teorema 3.18, basta demostrar la 
acotación de la sucesión (z,) y la igualdad de sus límites superior e 
inferior z y z. La acotación de la sucesión fundamental fue estable- 
cida anteriormente. 

Para demostrar la igualdad de los límites superior e inferior Z 
y æ empleamos la propiedad de la sucesión fundamental demostrada 
anteriormente: para cualquier número positivo e se puede indicar 
un elemento zy tal que fuera del intervalo (zy — E, zy + e) se 
encuentra no más de un número finito de elementos de la sucesión. 
Según el corolario 1 del teorema 3.16, el intervalo (1 y — €, zy + e) 
comprende el intervalo (+, z) y, Por eso, z — z< 2e de donde, en 
virtud de la arbitrariedad de e, 2 = z. Por lo tanto, la convergencia 
es argumentada y el teorema queda demostrado. 

EJEMPLO. Apliquemos el criterio de Cauchy para establecer la 
convergencia de la siguiente sucesión {zn}: 


ZA=0 +04... +0, 


donde az (k = 1, 2,3, . . .) son números reales arbitrarios que satis- 
facen la condición | a, |< g*, siendo g un número del intervalo 
0<q<t. 
Sean n cualquier número y p, cualquier número natural. Entonces, 
es obvio que 
lZntp— Lp] = lanyt anst >> 4 nap S lps al + 
LS A o gP I 


qa g 
= mo 19 * 
Tomando en consideración que la sucesión (q”) es infinitesimal (véa- 
se el ejemplo 1 del p. 3 en el $ 1), podemos afirmar que para cualquier 
e >0 existe un número V tal que 
gue (1-9) (para n>N). 
Por lo tanto, para n> N y cualquier p natural 


ES 
E 


o sex, la sucesión {zn} es fundamental y converge, conforme al teore- 
ma 3,49. 
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6. Algunas propiedades de conjuntos numéricos arbitrarios. En este punto 
consideremos algunas propiedades de conjuntos numéricos arbitrarios. Una parto 
de estas propiedades os análoga a las propiedades de sucesiones numéricas. 

En ol p. 5 del $ 1 del cap. 2 hemos introducido el concepto de conjunto 

tormente (inferiormente) acotado, Vamos a llamar acotado por ambos lados 
o simplemente acotado el conjunto {z} si éste es acotado tanto suporior como 
inferiormente, o sea, existen dos números reales m y M tales quo todo elemento z 
del conjunto {z} satisfaco las desigualdades m < z < M. El conjunto (2) 
se denominará finito o infinito en depondencia de si es finito o infinito el aúmoro 
de los elementos que integran este conjunto. 

Un punto z de la recta infinita se denominará punto límite del conjunto {z} 
sí en cualquier e-entorno del punto z se encuentra un número infinito de elementos 
de este conjunto. 

El punto z (punto =) se donomipará punto Imite supertor (inferior del 
conjunto {z} sí este punto es punto límite del conjunto (2) y ningún punto 
mayor do z (menor de z) sorá punto límite de este conjunto, 

Ropitiendo litoralmente la demostración del teorema 3.16 y sustituyendo 
el término «sucesión {zn )» por el «conjunto {z}», llegaremos a la siguiente afir- 
mación: todo conjunto infinito acotado tiene al menos un punto límite. 

Repitiendo literalmente los razonamientos de la observación 1 dol teo- 
rema 3.46, obtendremos que todo conjunto infinito acotado tiene puntos Límite 
superior e inferior. De dichas afirmaciones se desprende el hecho siguiente; 
de los elementos de todo conjunto infinito acotado se puede extraer una sucesión 
convergente. 

A Jn por con el concepto de conjunto se emplea frocuentemonte ol de sub- 
conjunto. El conjunto {x} so denomina subconjunto del conjunto {z} si todos los 
olomentos del conjunto, (+) se contienen en el conjunto fa). Por ejemplo, el 
conjunto de todos los números enteros pares os subconjunto del conjunto de todos 
los números enteros 

Dos conjuntos (z) e (y) se denominan equivalentes si ontre los elomentos de 
estos conjuntos so puede establecer lu correspondencia biunivoca *). Notemos 
que dos conjuntos finitos son equivalentes si, y sólo st, ol número do los ele~ 
mentos de wn conjunto es igual al número del otro. Aducimos un ejemplo do dos 
conjuntos infinitos equivalentes. Es fácil notar que el conjunto a] cuyos elo- 
montos son los números positivos pares 2, 4, 6, ..., 2n, ,. . es equi 
al conjunto (y) cuyos elementos son los números naturales 1, 2, 3, .... 
En efecto, establecemos la correspondencia biunívoca entre los 
estos conjuntos poniendo en correspondencia al elemento 2n del conjunto to) 
el elemento n del conjunto (y). Notemos que el conjunto considerado {z} es 
subconjunto del conjunto (y). De oste modo, el conjunto infinito (y) resulta 
equivalonto a su subconjunto (0). 
con 


Entro todos los juntos posibles escogemos dos tipos más importantes: 

4°. Todo conjunto equivalente al conjunto de todos los números naturales 
4,2,5, ..., n, ... se denominará numerable. De la definición del conjunto 
numerabile se despronde que todos los elementos de este conjunto pueden enu- 
morarso. 

2°, Todo conjunto equivalente al conjunto de los números reales del intervalo 
(0, 4) se denominará conjunto de potencia de continuo. 


*) So llama ans biunívoca entre los elementos de dos conjuntos 
una correspondencia tal que a todo elemento del primer conjunto le corresponde 
sólo un elemento del segundo con la particularidad do que todo elemento del 
segundo conjunto corresponde sólo a un elemento del primero. 

+e) Es fácil demostrar que cualquier conjunto infinito es equivalente 
a cierto subconjunto suyo, no coincidente con todo el conjunto. Este hecho 
puede servir para definir el conjunto infinito. 
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Aducimos ejemplos de conjuntos numerables y de potencia de continuo. 
El conjunto considerado anteriormente de los números positivos pares 1, 4, 
haa E . puede servir del primer ejemplo de conjunto numerabile. Otro 
ejemplo de conjunto numerable puede ser el conjunto de todos los números racio- 
nales del segmento [0, 1), puesto que, como es demostrado en la nota de la 
00, este conjunto puedo disponerse como una sucesión sin repeticiones, es 
decir, puede ser enumerado. Un ejemplo de conjunto de potencia de continuo 
uede ser el conjunto de todos los números reales (la recta infinita). En efecto, 
Eo función y = ctg nz *) establece la correspondencia bianivoca unizo las pon 
del intervalo 0< z< 41 y los puntos de la recta infinit 
Para concluir, demostremos que el conjunto de potencia de continuo no 
es equivalente al conjunto numerable. Es suficiente demostrar que el conjunto de 
todos los números roalos del intervalo (0, 1) no puede sor enumerado. Adiitis 
mos lo contrario, es decir, supongamos que pueden ser enumerados todos los 
números reales del intervalo (0, 1). Entonces, escribiendo ostos números en 
forma de fracciones decimales infinitas, obtenemos la sucesión 


Sn 
«E 


Ep = 0, Apjóna » 


Ahora considoremos un número real z= 0, bibs... ón ..-, donde 0, es 
cualquier cifra distinta de ayy, O y 9, 52, cualquier cifra distinta de ase, 0 y 9, 
lok cifra” distinta d 0 y9, 
a la dorecha do la coma 
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Teorema de Schtolz 
En muchos casos, para investigar la convergencia del cociente (32) de 


sucesiones {zn} e (yn), puede ser útil la siguiento proposición. 

Teorema de Schtolz. Sea {yn) sucesión infinita creciente y sea que la 

Samina) converge y tiene el límite a. Entonces, la sucesión (3) 

Lana Y 
) El lector tiene ciertos conocimientos sobre la función y = ctg nz que 
se considera en las matemáticas olementales. La construcción estricta de funcio- 
nes trigonométricas se examina en el cap. 4. 

+2) Véase el p. 3 del $ 1 del cap. 


6607 


sucesión 
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converge y tiene el límite a. De este modo, 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que la sucesión ) converge y tiene por 


In — nar 
límite el número a, la sucesión {an}, en la que A nen —a, es infini- 
= 7 Un — Una 
tosimal. Sea N cualquier número fijado y n>N. Empleando la expresión 
do an consideremos la serie de igualdades: 
a A (Vry IR) As (Us + 
Ra a) Ona (Um tR) 
Ena — n-a = 0 (Un — nd H a (Une — Una), 
En— Tn- ™ 4 (Yn —Yn=1) + Un (Un —Yn1)> 


Sumando estas igualdades, hallemos 
An AUN — Cy (Ip — 8) + 
Ho (Un Ya) + eH a (Una — Y na) + an (Un Yni) 


Ya que (un) es sucesión infinita creciento, entonces, partionto de cierto número, 
sus elementos son positivos. Si tomamos n > N, yn > 0. Entonces, de la última 
igualdad obtenemos 


IR) A a (Uma Raa) t (a 91) 
Un 


Ya quo la sucosión (yn) es oreciento, las diforencias yy. 
., n— 1, son positivas. Por eso, de la última rel 


do 
En. 
Un Un EN 

[ema (OR ORE naal (PTa Ratt an I LP 
+ Yn x 


(8.8) 


Demostremos ahora que la sucesión {£} tonverge y tiene ol límite a. Es 
n 
suficiente demostrar que para cualquier e positivo se puede indicar un número 
N tal que para n>N se cumpla la desigualdad |2t—a|<e. Primero, 
a. 


tomando e >0 escogemos un número Y tal que para n> WÑ se cumpla la 
desigualdad | an | < €/2 (es posiblo hacerlo, puesto que la sucesión fan? 


es infinitesimal). Luego, escogemos un número N >N de tal modo 
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X ZR UR| e 
que para n>œæW so cumpla la desigualdad |-E—OR]|<$., ps 
n 


posible escoger el número M de esta manera puesto que el número zy — ay- 
E 


pal 


está fijado, y la sucesión (yn) es infinita, por eso la sucesión ( 7 
es infinitesimal. Sea ahora n>N. De la desigualdad (3.8) obtenemos 
e (PRA IR) H (Raa Vr) ln — Un) 


Yn 


In—ty 


Ya que para n>N, yn—y Syn € yn >00, entonces <i. Por eso, 
N 


para n>N de la última desigualdad obtenemos ds 
z 
EE al< e 


El teorema queda demostrado. 
OBSERVACION. Si {yn} es sucesión infinita creciente y la sucesión 


Un~ Yni 
es también infinita y tiende al infinito de signo definido, entonces la sucesión 


(3) es infinita, 
En efecto, sea 


z =An. 
Un~ yna 


La sucesión {An} es infinita. Tenemos, para n > Ñ. 


ea (UR 3) 


a — za-i = An (yn — Vamo) 
Sumando estas igualdades, hallamos 
nta ARa (Vra 


J+H -+H An (Un Una): 

De aqui, 

41 (Us IA Ly ARA E 
Yn Yn 


De esta relación obtenemos 
an | ras Ur ËR) H An Un 0] | 77 
m Vn ITa 


Para mayor precisión consideremos que, para 
siones {yn} y [A n) son positivos. Luego, según 


e 


- 89 


n> Ñ, los elementos de las suce- 
el A positivo dado escogemos un 


ES Cap 3. Límite de una sucesión 


número Y de tal modo que para n> X so cumpla la desigualdad An > 44, des- 
pués un N > Y tal que para n= N 


las, E 
E A q E 


La posibilidad para escoger este NY se garantiza porque las sucesiones {An} e 
fgn) son infinitas y, a partir de cierto número. sus términos son positivos, Es 
lo 


obvio que para n> Y de la desigualdad (3.9) obtenemos 
EA (WI) HH | 7 
Ya Tn Ya 
o bien 
J> sa (OE) aa 
Yn Yn K 


De oste modo, la sucesión (F2) es infinita. 

Considoremos varios ojemplos. 

4°. Demostremos que si la sucesión (an) converge y tieno el limite a, 
entonces la sucesión (SEM 402) de valoros aritméticos medios do los 
elementos de la sucesión (a) converge a oste mismo límite a”), En ofecto, si 


ponemos ay+az4-.. «Fan =Zp e yn=n, entonces PL a Ya que 
Futi = lím an existo, entonces, según el teorema de Schtolz, 
ccoo Y In ms 


y k es un número positivo entero. 
Denotemos 1A-+2% + ...-pmh por xn y ni*!, por yn. Entonces, la sucesión 


fan) toma la forma E). Investiguemos la convergencia de la sucesión 
)- Tenemos 

E ate m 

EA E aa 


Dividiendo ol numerador y el denominador de la última expresión por n, 
obtenemos 


a+ t 


* Esta proporción fue demostrada por Cauchy. 
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donde en el denominador entre corchetes está omitida la expresión cuyo límite 


es igual a i £424] para n— œ. De la última fórmula hallamos 


Zn— Zn- ES 
A T 


Por consiguiente, según el teorema de Schtolz, tenemos 


a ARG e 1 
e mara EFT 


3°. En fin, consideremos la sucesión {2} a>4. Haciendo a%=xp 


25), hallamos 
Yn— Yn. 


y n=yn y examinando la sucesión ( 


im (a —a"-1)== lím an (- z 
pad ==} 


Por eso, en virtud de la observación del teorema de Schtolz, tenemos 


lim 


+o. 


Complemento 2 


La velocidad de convergencia de la sucesión 


En el p. 3 dol $3 hemos demostrado que el Fímite de la sucesión (x,) deta 
minada por la fórmula recurrente 


mt (+2) adds (8.10) 


es igual a Z donde a > 0 y z; es cualquier número positivo. Como valor apro- 
ximado de K, demos tomar cualquier elemento z+, do la sucesión (3.10). 
Naturalmente, al mismo tiempo hay que aclarar cómo so elige el wúmero n do 
las iteraciones *) que garantizan la aproximación de Y/2 con error dado. 
Examínemos la sucesión (za) determinada por la fórmula recurrente (3.10). 
El elemento z, de esta sucesión se denominará n-ésima aproximación de número 


y= VZ. La magnitud 


en = n= (3.11) 


s denominará error relativo de la n-ésima aproximación. 

Es válida la siguiento afirmación para estimar ol error relativo ep4; utili- 
zando el error relativo e, de la primera aproximación. 

Sea x1 elegido de tal modo que | €, | < 1/2. Entonces, para cualquier n> 1, 
tienen lugar las desigualdades 


Lt e. (8.42) 
*) La iteración (dol lat iteratio, repetición) es el resultado de aplicación 
reiterada de al operación matemática. En el caso considerado, una ¡tera- 


ción es el cálculo de zn,, empleando zn y la fórmula recurrente (3.10). 
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DEMOSTRACION. De la fórmula (3.11) tenemos 
Tn =P (1 H en). (3.43) 


Empleando las fórmulas (3.10) y (3.13) y la igualdad {a/y) 


obtenemos 
1 A a w e 

m= g (at) [rte Ilo [+ 5]. 

Puesto que zns =y (1+ens1), es obvio que 
1 

e 
Por la condición, 1ex1<1/2, De aquí se desprenden las desigualdades 
.< Fo <1. Pero entonces, para n=4, de (3.14) se deduce la desigualdad 


(3:14) 


En 


£,> 0. Luego, empleando la relación (3.14) para n 
mos de que e, +, es no negativo para cualquier a > 1. 
4 


Utilizando la igualdad (3.14), las relaciones 0< gpa <i y la condi- 


ción de que en es no negativo para cualquier n > 1, obtenemos la desigualdad 
tp +1 eå para todo n> 1. De aquí se deduce directamente la desigualdad dere- 
cha de las (3.12). La afirmación queda demostrada 
Basándose en las desigualdades (3.12), determinamos que después de m 
ciones, el error relativo En + del cálculo de Y/a se estimampleando el orror 
ivo e, de lu primera aproximación z, y el númoro n de las iteraciones. Más 
adelante nos convenceremos do que, para a > 1 *), so puede escoger la prime 
roximación z; de tal modo que el valor absoluto de er no supere 0,05. Es ovi- 
dento que escogiendo do este modo z, el error relativo ey sntisfará las condiciones 
da Mirmación demostrada. Está claro también quo de osta manera se reso) 
verá el problema de elegir el "número nde itoraciones que garantice la aproxima- 
ción a Vā con error relativo dado 


+ 3, + +» DOS corciora- 


ste número n puede hallarse de la fórmula **) 


(0,053 < e. (3.15) 
Así pues, sea a > 1. Representemos el número a on forma siguiento: 
a= M, (3.46) 


donde k es número no negativo entero, el número ¿ es igual a cero o a la unidad, y 
el número M satisface las condiciones 


1<M<2 (3.17) 
Notemos que la ponema del número a en la forma (3.16) es la única. 


Escogemos z, de la manera siguiento: 
n= (5 2iM+ $) p (8,48) 


Vamos a convencernos de que para cualquier M quo satisface las condiciones 
(3.17), la primera aproximación z, calculada por la fórmula (3.48) la primera 
aproximación z, calculada por la fórmula (3.18) da el error relativo e, que no su- 
Pera, en valor absoluto, el número 0,05 si se calcula y = Va. 


$} Si_a<1, entonces a= 1/b, dondob>1, y Ya es igual a 1/7, 
y E z de esta fórmula se ERAS directamente 5 las rela- 
ciones (3.12). 
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Para demostrarlo vamos a utilizar la expresión exacta del error relativo 
e = 2 - Ya que, según (3.16), y = 22/27 M, entonces de la expresión do 


e, y la fórmula (3.18) obtenemos 
4 47 rra 
F2M+—V Em 
V zim 
Puesto que el número i es igual a cero o a la unidad, y M= 1, tenemos V ZIM > 


4. De aquí y de (3.19) se desprende 
R desigualdad” iS 


. (8-19) 


1015) 5 m+ gV N |. 
(3.20) 


Denotomos Y/2T3f mediante X. Ya que 
1<M<20l es igual a cero oa la 
unidad, entonces todos los valores 
admisibles de X ostán ciertamente en 
el segmento (1, 21: 

1<X<2 (3.21) 


Empleando la denotación introducida 
X para VE, escribimos la desigualdad (3.20) on la siguiente forma: 


11] Poox+ E], (0.22) 


Fig. 3.4 


En virtud de (3.22), ol valor máximo do | e, | no supera el valor do | qu -— 


-X+ Ha para los valores de X que satisfacen las condiciones (3.21). Para 
aclarar el problema de este valor máximo examinomos la grófica de la función 
10 =X— X + pA Sabemos de las matemáticas olementalos quo la gráfi- 
ca de esta función es parábola que tione vértice en el punto X =3/2 (fig. 3.4) *). 
Como f (1) = f (2) = 1/24, y 1 (3/2) = — 1/24, está claro que para los valoros 
de X que satisfacen las condiciones (3.21), los valores de f (X) están contenidos 
entre —-1/24 y 1/24. En otras palabras, 

j» 17 1 
1001] 310-147 |<z. 


De la última desigualdad y de la (3.22) so desprende la desigualdad para ey, 
que nos interosa 


[e 1-37 <0,05. 


OBSERVACION Notumos que si el error relativo dado e es igual a 10-10, en- 
tonces para calcular con esta precisión la raíz cuadrada de cualquier número 
a > 1, después de elegir z, por la fórmula (3.18), se necesitan sólo (res iteraciones 
(n = 3), puesto que (0,05)% < 10-10, 


*) En la fig. 3.4. la escala del eje Oy es 20 veces mayor que la escala 
del eje Oz. 


Capítulo 4 


CONCEPTO DE FUNCIÓN. VALOR LIMITE 
DE LA FUNCIÓN. CONTINUIDAD 


forma de operación del paso al límite que se fu 
cepto de valor límite (o límite) de la función. En el presente capítulo 
se introduce también otro concepto matemático importante de conti- 
nuídad de la función. 

En el capítulo se presta especial atención para aclarar las propie- 
dades de la continuidad y otras propiedades de las funciones elemen- 
tales más simples. 

El cálculo aproximado de los valores de funciones elementales so 
considera en el complemento del capítulo 8. 


Y 1. Concepto de función 


1. Magnitud variable y función. En el cap. 1 ya hemos notado 
que al menos dos magnitudes variables, cuya variación es mutua- 
mente condicionada, están vinculados con todo proceso físico real. 

Considerando magnitudes variables físicas reales llegamos a la 
conclusión de que estas magnitudes no siempre pueden tomar valores 
arbitrarios. Así, la temperatura de un cuerpo no puede ser menor que 
—273 °C, la velocidad de un punto material no puede ser mayor 
que 3-40% cm/s (es decir, que la velocidad de la luz en el vacío), el 
desplazamiento de un punto material que realiza oscilaciones armó- 
nicas según la ley y = A sen (ut + ô), puede variarse sólo entro los 
límites del segmento (—A, +4]. 

En las matemáticas se abstraen de las propiedades físicas con- 
cretas de magnitudes variables que se observan en la naturaleza y 
se consideran magnitudes variables abstractas *) que se caracteri- 
zan solamente por valores numéricos que pueden tomar. 

El conjunto {z} de todos los valores que puede tomar la magnitud 
variable dada, se denomina campo de variación de esta magnitud va- 
riable. Una magnitud variable se considera dada si está prefijado el 
campo de su variación. Más adelante denotaremos magnitudes va- 
riables normalmente, con letras latinas minúsculas z, y, u, .. y 

*) Es conveniente notar quo el concepto de magnitud se refiere a los con- 
ceptos matemáticos iniciales (véase la nota en la pág, 12). 
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los campos de variación de sus variables, con los símbolos {z}, {y}, 
ul mos 
( Sea dada la magnitud variable z cuyo campo de variación es un 
conjunto E 2 

Si a todo valor de la variable z del conjunto {z} se le pone en corres- 
pondencia por una ley conocida, un número y, entonces, se dice que la 
función y = y (z) o y = f (z) está prefijada en el conjunto {z}. 

La variable z se denomina argumento y el conjunto {z}, campo 
de Le llarg de la función y = f (z). 

El número y que corresponde al valor dado del argumento z se 
denomina valor particular de la función en el punto z. El conjunto de 


y 


g EJ 
Fig. 44 Fig. 4.2 


todos los valores puo de la función forma el conjunto bien 
determinado {y} llamado conjunto de todos los valores de la función. 

En la denotación y = f (z) la letra f se denomina característica 
de la función. Para denotar el argumento, la función y sus caracteris- 
ticas pueden emplearse diferentes letras. 

Vamos a ofrecer algunos ejemplos de funciones: 

1°. y = z?. Esta función está prefijada sobre la recta infinita 
— œ < z< + œ. El conjunto de todos los valores de esta fun- 
ción es la semirrecta 0< y < + œ (fig. 4.1). 

2. y =YT—2. La función está prefijada sobre el segmento 
—1< z< + 1. El conjunto de todos los valores de la función es el 
segmento 0<y<1 (fig. 4.2). 

3°. y = nl. Esta función está prefijada sobre el conjunto de los 
números naturales n = 1, 2, . . . El conjunto de todos los valores de 
tipo n! (fig. 4.3). 

4°. La función de Dirichlet *) 

O, si z es un número irracional, 


Y= | 4, si z es un número racional. 


Esta función está prefijada sobre la recta infinita — œ < 7< + 
+ co y el conjunto de todos sus valores comprende dos puntos 


*) Peter Gustav Dirichlet, matemático alemán (1805—1859). 
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5°. 
vms- 


(El término sgn proviene de la palabra latina signum, signo). Esta 
función está prefijada sobre toda la recta infinita — oo < £ < + 
+00, y el conjunto de todos 
sus valores comprende tres pun- 
tos: —1, 0 y +4 (fig. 4.4). 

6”. y = [z), donde [z] significa 
la parte entera del número real 
z, se loe “y es igual a la parte 
entera de zx”. Esta función está 
prefijada para todos los valores 
reales de z, y el conjunto de 
todos sus valores cousta de nú- 
meros enteros (fig. 4.5). 

2. Métodos de representación 
de la función. En este punto 
examinemos algunos métodos 
para representar la función. 

Frecuentemente, la ley que 
establece la relación entre el 
argumento y la función, puede 
representarse por medio de fór- 
mulas. Este método de expresar 
las funciones se denomina anali- 
tico. Vale subrayar que la función 
puede definirse por varias fórmulas en diferentes segmentos de su 
campo de definición. 

'or ejemplo, Ja función 


senz, si z<0, 


x 2, siz>0 
se ta por el método analítico sobre toda la recta infinita 
ig. 4.6). 

Un método bastante difundido para representar la función es el 
de tabla que consiste en confeccionar la tabla de algunos valores del 
argumento y valores correspondientes de la función. En este caso se 
puede calcular aproxidamente los valores de la función. En este ca- 
so se puede calcular aproximadamente los valores de la función no 
comprendidos en la tabla y que corresponden a los valores intor- 
medios del argumento. Para hacerlo, se emplea el método de inter- 
polación que consiste en sustituir la función en los puntos que no 
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tienen valores de tabla por una función simple (por ejemplo, lineal 
o cuadrática). El horario de los trenes puede ser ejemplo del método 
de tabla para representar la función. El horario determina la posi- 
ción del tren en ciertos momentos de tiempo. La interpolación per- 
mite calcular aproximadamente la posición del tren en cualquier 
momento intermedio de tiempo. 


Fig. 4.6 


En la práctica para mediciones físicas se usa otro método, el 
gráfico, en el cual la corresponden entre el argumento y la función 
se representa por medio de la gráfica (que aparece, por ejemplo, en 
el oscilógrafo). 
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1. Definición del valor límite de una función. Consideremos 
la función y = f (z) definida sobre un conjunto {z} y un punto a, 
que tal vez no pertenezca al conjunto {z} y que posee la propiedad 
de tener, en cualquier e-entorno del punto a, puntos del conjunto 
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{z}, diferentes de a. Por ejemplo, el punto a puede ser punto de fron- 
tera del intervalo sobre el cual está definida la función. 

Definición 1. El número b se denomina valor límite de la función 
y = f (x) en el punto z = a (o bien límite de la función cuando z — a) 
si para cualquier sucesión convergente a a zı, £3, - . . En, . » . de valores 
del argumento z, los elementos z, de la cual son diferentes de a *) 
(2, # a), la sucesión correspondiente f (2,), f (24) . . ~, f (zm)... de 
valores de la función converge a b. 

Para denotar el valor límite de la función se emplean los símbolos 
siguientes: lím / (z) = b. 

Notemos que, en el punto a, la junción y = f (x) puede tener sólo 
un valor límite. Esto se desprende del hecho de que la sucesión 
{f (Zn) puede tener sólo un límite. 

Consideremos varios ejemplos. 

4°. La función f (z) = e tiene valor límite en todo punto a de la 
recta infinita. En efecto, si Z, Za, -.-, Lp, - . . es cualquier suce- 
sión convergente a a de valores del argumento entonces la sucesión 
correspondiente de valores de la función tieno la forma c, e, ... 
m-as €, . .. y, Por eso, converge a c. De este modo, el valor limito 
de esta función es igual a c en todo punto z = a. 

2. En cualquier punto a de la recta infinita el valor límite de la 
función f (z) = z es igual a a. En efecto, en este caso las sucesiones 
de valores del argumento y de la función son idénticos, y, por eso, 
si la sucesión (z,) converge a a, la sucesión {f (xn) también conver- 
ge a a 

3°. La función de Dirichlet, cuyos valores son iguales a uno en 
los puntos racionales y a cero, en los irracionales, no tiene valor li- 
mite en ningún punto a de la recta infinita. En efecto, para la suce- 
sión convergente a a de valores racionales del argumento, el límite 
de la sucesión correspondiente de valores de la función es igual a la 
unidad mientras que para la sucesión de valores irracionales del argu- 
mento, convergento a a, el límite de la sucesión correspondiente de 
valores de la función es igual a cero. 

A continuación vamos a emplear los conceptos de valores límite 
unilatorales de la función. 

Consideremos que para cualquier e > 0 el conjunto {z} sobre el 
cual está prefijada la función f (z) tiene, por lo menos, un elemento 
ado bo el intervalo (a, a + e) (respectivamente, en el intervalo 
(a — e, a). 

Definición 2. El número b se denomina valor límite derecho (iz- 
quierdo) de la función f (z) en el punto z =a, si para cualquier sucesión 
Zas Ea, «~.s Zny » - » de valores del argumento z, que converge a a y 


*) En particular, este requerimiento puede explicarse por el hecho de que 
tacto) [9 E  l e li 
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tiene elementos zn superiores (inferiores) a a, la sucesión correspondiente 

1 (21), f (2a), - - - f (En). . - - de valores de la función converge a b. 

Para el valor límite derecho de la función se usa la denotación 
lim, 7 (z) = b o bien / (a + 0) = b. 


za 

Para el valor niai izquierdo se usa la denotación 
lím f (z) = b o bien f (a — 0) = b. 
sma-0 


Como ejemplo consideremos la función f (z) = sgn 2*). En el cero 
esta función tiene valores límite derecho e izquierdo con tal que 
sgn (0 + 0) = 1 y sgn (0 — 0) = —1. En efecto, si (2) es cualquier 
sucesión de valores del argumento de esta función y converge a cero, 
y los elementos z, de esta sucesión son mayores de cero (zp > 0), 
entonces sgn 2, =1 y por eso lím sgnz, = 1. Do esto modo, la 
validez de la igualdad sgo (0 + 0) — 4 queda demostrada. De manè- 
ra análoga se demuestra que sgn (0 — 0) = — 1. 

OBSERVACIÓN. Si en el punto a los valores límite derecho e izquierdo 
de la función f (x) son iguales, entonces en el punto a existe el valor 
límite de esta función igual a dichos valores unilaterales. Domostremos 
este hecho evidente. 

Sea (xn) cualquier sucesión de valores del argumento de la fun- 
ción / (z) que converge a a y tiene elementos no iguales a a. Sea 
f£»,) una subsucesión de esta sucesión, compuesta de todos los elo- 
mentos de la sucesión {z} mayores de a, y sea (2,,) una subsuce. 
sión compuesta de todos los elementos de la sucesión En) menores 
de a **). Puesto que en virtud del p. 1 del $ 4 del cap. 3, las subsu- 
cesiones (Z,,) y {Ti} convergen hacia a, entonces de la existencias 
de Jos valores límite derecho e izquierdo de la función / (z) en el pun- 
to a se deduce que las sucesiones {f (%x,,)) y {f (Zı„)} tienen lími- 
tes que son iguales de acuerdo con la condición. Sea ò el límite de es- 
tas sucesiones. Para cualquier e > Ô se puede indicar un número N, 
tal que todos los elementos de las sucesiones {f (2p,)) y (f (21,,)) 
para los cuales km>> N y lm>N, satisfacen las desigualdades 
lf (En) —=b1<e y IA Atin) —b1<e. Por consiguiente, cuan- 
do n= N se cumple la desigualdad | f (zn) — b | < e, es decir, la 
sucesión Y (z,)) converge hacia b. Por lo tanto, queda demostrado 
que el valor límite de la función f (z) en ol punto a existe y es igual 
a b. 


*) La definición de la función y = sgn z se da en el p. 1 del $4. 

zp Excluimos do la, consideración ol caso cuando la sucesión {xn} tione 
sólo un número finito de elementos situados a la derecha (izquierda) dol punto a. 
En este caso la convergencia de {f (z,)) es evidente. 
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Enunciemos las definiciones del valor límito de la función cuan- 
do el argumento z tiende al infinito y al infinito de signo definido. 

Consideremos que para cualquier 4 > 0 el conjunto (z) sobre el 
cual está prefijada la función f (z), tiene al menos un elemento situ- 
ado fuera del segmento [ —A, +A]. 

Definición 3. El número b se denomina valor límite de la función 
1 (2) cuando z — co (olímite de la función cuando z— 00) si, para 
cualquier sucesión infinita de valores del argumento, la sucesión corres- 
pondiente de valores de la función converge a b. 

Para denotar el valor límite de la función, cuando 2> co, se 
emplean los símbolos siguientes: 


lím f (z)=b. 


Por fin, consideremos que, para cualquior A > 0 el conjunto 
{z} sobre el cual está prefijada la función f (z) tiene al menos un ele- 
mento x que satisface la condición z >A (z < —A). 

Definición 4. El número b se denomina valor límite de la función 
Í (z) cuando el argumento x tiende al infinito positivo (negativo) si 
para cualquier sucesión infinita de valores del argumento, cuyos elemen- 
tos son positivos (negativos) partiendo de un número, la sucesión corres- 
pondiente de valores de la función converge a b. 

Las denotaciones simbólicas son: 


lim f(z) =5(lím f(z) =b). 
ro pa 


Como ejemplo consideremos la función / (z) = 1/z. Esta función tie- 
ne el valor límite igual a cero, cuando z — œo. Efectivamente, si 
Zis Tas >: «+ Zn, + - es sucesión infinita de valores del argumento, 
entonces la sucesión 1/x,, 1/x2, .. ., 1/£n, ... 0s infinitesimal y por 
eso tiene límite igual a cero. 

2. Operaciones aritméticas sobre las funciones que tienen valor 
límite. Vamos a convencernos de que las operaciones aritméticas 
sobre las funciones que tienen valor Íímite en el punto a llevan a las 
funciones que también tienen valor límite en este punto. Es válido 
el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 4.1. Sea que las funciones f (x) y g (z), prefijadas sobre 


un mismo conjunto, tienen los valores límite b y c en el punto a. Enton- 
ces las funciones f (z) + g (2). f (2) — g (2), f (2)-8 (2) y LE tienen 


en el punto a los valores límite (para el cociente debe cumplirse la condi- 
ción c 40) iguales ab + c, b — c, b-c y ¿+ respectivamente. 


DEMOSTRACION. Sea Ty, Zz, -y Zn» - - . (Za 5 a) sucesión arbi- 
traria, convergente a a, de valores del argumento de las funciones 
f (z) y g(z). Las sucesiones correspondientes f(2,), f (xo), -.- 

-es Í (En), --- y g (21), 8 (23),- - -, 8 (Zn), - - - de valores de estas 
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funciones tienen límites b y c. Pero entonces, conforme a los teoremas 
3.9-3.12, las sucesiones {f (2a) +g (2m)), {f (En) — 8 (En))» 


U (en)-8 (2n)) y {63} tienen límites iguales a b -+ c, b— c, 


b-c y2, respectivamente. En virtud de la arbitrariedad de la suce- 
sión {æn}, esto significa que lím [j (z) -+ g(r) =b + c, 
ee 


lím If (z) — g (2)} = b — e, lím [j (z)-g (2)) = b-c, lím 
zra ze a. 


El teorema queda demostrado. 

Apliquemos el teorema demostrado para hallar los valores límite 
de los polinomios y las fracciones algebraicas irreducibles *). Tiene 
Jugar la siguiente afirmación. 

En todo punto a de la recta infinita los valores límite de los polino- 
mios y las fracciones algebraicas irreducibles existen y son iguales a los 
valores particulares de estas funciones en dicho punto (en caso de la frac- 
ción algebraica, a no debe ser la raíz del denominador). 

Efectivamente, en virtud de] teorema 4.1, 


lím z?= lím z-z = lím z- lím z = a?, 
xa sa xa xa 


Análogamente, podemos convencernos de que 


lim z" =a". 


Por consiguiente, para el polinomio boz” + 0,2914... -0n-12 -+ bn 
obtenemos (empleando el teorema 4.1 para el producto y la suma) 


Lim (dpa? dani. buit Hn) = 
so 
A bna Hbr: 


En caso de la fracción algebraica irreducible, si a no es raíz del 
denominador, obtenemos (aplicando el teorema 4.1 para el cociente) 


A A Honat bn 
aaa OFAI.. F emat F em EATE, E maem 


3. Comparación de funciones infinitesimales e infinitas. La fun- 
ción y = f (z) se denomina infinitesimal en el punto z = a (cuando 
za) si lm f(z) = 0. Por ejemplo, es fácil convencerse de que 


Por 
la función f (2) =(2— a)”) es infinitesimal en el punto z = a, siendo 
m un número positivo entero. Efectivamente, en el punto anterior he- 
mos demostrado que, en cualquier punto de la recta infinita, el valor 


*) La fracción algobraica irreducible es el cociente de dos polinomios 
que no tiene factores comunes diferentes de la constante. 
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límite del polinomio f (1) = (z — a)” existe y es igual al valor par- 
ticular del polinomio en este punto. Por eso, lím (2— a)" = 0. 


pe 

Notemos que si la función y = f (z) tiene el valor límite igual a b 
en el punto a, entonces la junción œ (z) = f (z) — b es infinitesimal en- 
el punto a. En efecto, los valores límite de cada una de las funciones 
Í (2) y b son iguales a b en el punto a, y, por eso, en virtud del teo- 
rema 4.1, 


lima (z) = lím (f (2) — b) = lím f (1) — lím b= 0. 
zza sea xa x-a 


Empleando el resultado obtenido, obtenemos una representación espe- 
cial de la función que tiene el valor límite igual a b on el punto 
z=a: 

f(2)=5+a (z), donde lima (z)=0. (4.4) 


La representación (4.1) resulta ser muy cómoda para domostrar 
distintas proposiciones. A continuación vamos a emplearla muchas 
veces. 

A la par con el concepto de la función infinitesimal se usa fre- 
cuentemente el concepto de función, infinita por la derecha en el 
punto a o por la izquierda en el punto a. A saber, la función f (2) se 
denomina infinita por la derecha (por la izquierda) en el punto a si 


para cualquier sucesión Xy, Ly, .-., Zn, . . . convergente a a de valores 
del argumento z, cuyos elementos z, son superiores a a (inferiores a a), la 
sucesión correspondiente f (21), f (25), - - -, f (n) » - » de valores de la 


Junción es sucesión infinita de signo definido. 
Para las funciones infinitas se usan las denotaciones siguientes: 
lím [(1)=+0 o f(a+0)=+00, 
ra+0 


lím f(z) =+ o f(a—0)= +o, 
aman 


lím f()=—00 o f(a+0)= — o0, 
a FO mia o f(a—0)=—00. 


Vamos a familiarizarnos con los métodos de comparar funciones 
infinitesimales y los términos usados. 

Sean a (z) yÈ (z) dos funciones prefijadas sobre un mismo conjun- 
to e infinitesimales en el punto z = a. 

1) La función æ (z) se denomina infinitesimal de orden superior 
que PB (z) (tiene orden superior de pequeñez) si el valor límite de la 
función a ()/8 (z) es igual a cero en el punto a. 

2) Las funciones a (z) y P (z) se denominan infinitesimales de un 
mismo orden (tienen un mismo orden de pequeñez) si el valor límite 
de la función a (2)/P {z) en el punto a existe y es diferente de cero. 
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3) Las funciones æ (z) y $ (z) se denominan infinitesimales equi- 
valentes si el valor límite de la función a (2/8 (z) en el punto a es 
igual a uno. 

Frecuentemente las funciones infinitesimales se comparan con al- 
gunas funciones infinitesimales estándar. Como la función de compa- 
ración se suele tomar la función (z — a)” donde m es número positivo 
entero. En este caso, se emplean los términos siguientes: la función 
a (x) infinitesimal en el punto a tiene orden de pequeñez m si el valor 
límite de la función æ (x)/(z — a)”, en el punto a, es diferente de 
cero. 

Para comparar funciones infinitesimales suele usarse el símbolo 
a(o minúscula). A saber, si la función a =æ (z) es función 
infinitesimal en el punto a de orden superior que la función f = 
== f) (zx), infinitesimal en el mismo punto, entonces se escribe conven- 
cionalmente del modo siguiente: 


a = o (B) 


(so lee «a es o minúscula de f»). De esta manera, el símbolo o (P) 
significa cualquier función infinitesimal) que en el punto a tiene orden 
de pequeñez superior que la función f = f (x) infinitesimal en el 
mismo punto 

Notemos las siguientes propiedades evidentes del símbolo o: 
si y = o (B), entonces o (B) + o (y) = o (B), o (B) + o (B) = o (B). 

Observemos también que si a y B son funciones infinitesimales en 
el punto a, entonces la función aß tiene orden de pequeñez superior 
que cada uno de los factores, y por eso 


aß = o (a). ap = o (P) 
Para las funciones infinitas a la derecha (o a la izquierda) del 
punto a se usan los métodos análogos de comparación. 
Sean A (z) y B (x) funciones infinitas a la derecha del punto a 
y seau, por ejemplo, las dos de signo positivo, es decir, 
lím A(z) = +0 y lím B(z)= +. 
s-0+0 arato 
Diremos que la función A (z) tiene, a la derecha del punto a, 


orden de crecimiento superior que la función B (2) si la función 48 


es infinita por la derecha en el punto a. Si el valor límite derecho de 


la función $ g en el punto a es finito y diferente de cero, entonces, 
en este caso, diremos que A (x) y B (z) tienen a la derecha del punto 
a un mismo orden de crecimiento. 

Consideremos algunos ejemplos. . 

1”. Las funciones æ (z) = 3z% -+ 2% y B (x)= 22? son infinitesimales 
de un mismo orden en el punto ==0. En efecto, si z0, 


1607 
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ptr Ya que lim3==0, en virtud del teorema 4.4, 
mio =3 - Esto panes que a(z) y B(z) son infinitesimales 
de un Dia orden. 

2°. Las funciones æ (z) =z2?— 6z? y P (2) =2* son infinitesimales 
equivalentes en el punto z=0. En efecto, > —6z, Ya que 


lím6z=0, en virtud del teorema 4.1, lím at) —4, lo que significa 
TO) 


a equivalencia de las infinitesimales 2(2) y B(2). 

3°. Las funciones A(z) =ĊÈ* y B(2)=2 son de un mismo 
orden de crecimiento a la derecha y a la izquierda del punto z=0. 
Esto se desprende de que Jim gE = lim (1 +2=1. 
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1. Definición de la continuidad de una función. Sea que el punto a 
pertenece al campo de definición de la función f (z) y cualquier e-en- 
torno del punto a comprende puntos, diferentes de a, del campo de 
definición de esta función. 

Definición 1. La función | (x) se denomina continua en el punto a 
st, en el punto a, el valor límite de esta función existe y es igual al valor 
particular f (a). 

De este modo, la condición de continuidad de la función f (7) en 
el punto a puede expresarse simbólicamente de modo siguiente: 


Mm /(2)=1(0). 


Yaquea= lím z, entonces la igualdad anterior puede tomar 
la forma siguiente: 
lim f (z) = f (lím z). 


Por consiguiente, para la función continua, el símbolo «lím» del paso 
al límite y el ef» de la característica de la función pueden cambiarse 
de lugar. 

Empleando la definición 1 del valor límite de la función f (z) 
en el punto a (véase el p. 1 del $ 2 en el presente capítulo) podemos 
parafrasear la definición 1 de la continuidad de la función en el pun- 
to a del modo siguiente. 

Definición 1*. La función f (z) se denomina continua en el punto a 
si, para cualquier sucesión Zy, Za, . - -. Zn, . . - convergente a a de va- 
lores del argumento z, la sucesión correspondiente f (21), f (Za), - 
<<. f (En), - - - de valores de esta función converge al número a. 
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Observemos que, en comparación con la definición 1 del p. 1 en 
el $2, del valor límite de f (z) en el punto a, en la definición 1* 
hemos omitido la exigencia de que todos los elementos de la sucesión 
Za Zas - > => Zn, - » - Sean diferentes de a. Se puede hacerlo en virtud 
de que, después de añadir cualquier número de nuevos elementos igua- 
les a f (a) a Jos elementos de la sucesión {f E) convergente a f (a), 
no se infringe la convergencia hacia f (a) de la sucesión obtenida. 

Supongamos que el conjunto {z}, sobre el cual está prefijada la 
función j (z), comprende el punto a y para cualquier e > 0 existe al 
monos un elemento de este conjunto que se encuentra en el intervalo 
(a, a + e) (en el intervalo (a — e, a)). 

Definición 2. La función f (z) se denomina continua por la derecha 
(por la izquierda) en el punto a si el valor límite derecho (izquierdo) de 
esta función en el punto a existe y es igual al valor particular? (a). 

Las denotaciones simbólicas de la continuidad por la derecha (por 
la izquierda) serán: 


m 1 (2)=1(0) o f(a+0)=/(a) 
(lim, 1(0=1() o (a—0)=/(0). 


OBSERVACIÓN Si la función f (z) es continua tanto por la izquierda 
como por la derecha en el punto a, entonces es continua en este punto, 
Efectivamente, en virtud de la observación (p. 1 del $ 2 de esto capí- 
tulo). en este caso existe un valor límite de la función en el punto a 
que es igual al valor particular de esta función en el punto a. 

Consideremos ejemplos. 

1°. La función potencial f (z) = z” con el exponente positivo en 
números enteros n es contínua en todo punto de la recta infinita. En 
efecto, en el p. 2 del $ 2 hemos demostrado e el valor límite de 
esta función en cualquier punto de la recta infinita es igual al valor 
particular a”. 

2". Debido a que los polinomios y las fracciones algebraicas irre- 
ducibles tienen, en todo punto de su campo de definición, el valor li- 
mite igual al valor particular (véase el p. 2 del $2), entonces son 
funciones continuas. 

Los puntos, en los cuales la función no posee la propiedad de con- 
tinuidad, se denominan puntos de discontinuidad de la función *). 
Por ejemplo, la función f (z) = sgn z tiene discontinuidad en el 
punto z = 0 (en el p. 4 del $ 2 hemos demostrado que los valores lí- 
mite derecho e izquierdo de esta función en el punto z = O existen, 
pero no son iguales uno a otro y, por eso, en este punto no existe el 
valor límite de la función). La función de Dirichlot es discontinua 
en todo punto de la recta infinita, puesto que no tiene valor límite en 
ningún punto de esta recta (véase el p. 1 del $2). 


*) En el § 8 daremos la clasificación de los puntos de discontinuidad. 
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Diremos que la función f (z) es continua sobre el conjunto {z} 
si es continua en todo punto de este conjunto. Si la función es conti- 
nua en todo punto de un intervalo, se dice que es continua sobre el 
intervalo. Si la función es continua en todo punto interior del seg- 
mento la, b) y, además, es continua por la derecha en el punto a y 
por la izquierda en el punto b, entonces se dice que es continua sobre 
el segmento la, bl. 

2. Operaciones aritméticas sobre las funciones continuas. Vamos 
a convencernos de que las operaciones aritméticas sobre las funciones 
continuas llevan a funciones continuas. 

Demostremos el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 4.2. Sea que las funciones j (z) y g (z), prefiyadas sobre 
un mismo conjunto, son continuas en el punto a. Entonces, las funcio- 
nes f (2) + g (2). 4 (2) — g (2). y E 
punto a (para el cociente debe cumplirse la condición g (a) ++ 0). 

DEMOSTRACIÓN. Ya que las funciones f (z) y g (z), continuas en el 
punto a, tienen en este punto los valores límite / (a) y g (a), entonces, 
de acuerdo con el teorema 4.1, los valores límite de las funciones 
$ (2) + g (2), 4 œ) — g (2), 1 (2)-g (2) E existen y son iguales a 
1 (a) + g (a). $ (a) — g (a), 1 (a)-g (a), EE), respectivamente, Pero 
estos valores son precisamente iguales a los valores particulares de 
dichas funciones en el punto a. El teorema queda demostrado. 

3. Función compuesta y su continuidad. Las funciones que se 
forman haciendo la suporposición (es decir, la aplicación sucesiva) 
de dos o varias funciones se denominan compuestas 

Es suficiente definir la función compuesta formada por la super- 
posición de dos funciones. 

Sea la función z = q (t) prefijada sobre un conjunto {t} y sea 
{z} el conjunto de los valores de esta función. 

Luego supongamos que sobre dicho conjunto {z} está definida 
otra función y = f (z). Entonces se dice que sobre el conjunto {£} 
está prefijada la función compuesta 


y=1(2), donde ==9(0), 


son continuas en el 


y=10(01=F (0). 


Es válido el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 4.3. Si la función z = y (t) es continua en el punto a, y 
la función y=} (z) es continua en el punto correspondiente b=q (a), 
entonces la función compuesta y = f ly (t)] = F (t) es continua en el 
punto a. 
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DemosTrAcióN. Sea {tn} sucesión arbitraria de valores del argu- 
mento de la función compuesta convergente a a. Debido a que la fun- 
ción z = ọ (t) es continua en el punto a, entonces (en virtud de la de- 
finición 1* del p. 1), la sucesión correspondiente de valores de esta 
función z, = Ẹ (tn) converge al valor particular de esta función en 
el punto a, es decir, al número b = q (a). Luego, puesto que la fun- 
ción y = f (z) es continua en el punto b = q (a), y, para ella, dicha 
sucesión (xn) convergente a b = q (a) es sucesión de valores del ar- 
gumento, (entonces, en virtud de la misma definición 1* del p.1) 
«la sucesión correspondiente de valores de la función f (tn) == 

= j lp (ta)! = F (tn) converge al número f (b) = f lẹ, (a)l = F (a), 

Pues, obtenemos que, para cualquier sucesión (1,) de valores del 
argumento de la función compuesta convergente a a, la sucesión: 
correspondiente de valores de la propia función compuesta {f lọ (tn )} == 
pS ta a) converge al número f [q (a)] = F (a), que es valor pa 
ticular de la función compuesta en el punto a. En virtud do la misma 
definición 1* del p. 1, esto significa que la función compuesta 
j lp (t)) = F (t) es continua en el punto a. El teorema queda demos- 
trado. 
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1. Definición y ejemplos de funciones monótonas. 

Definición. La función y = f (z) se denomina no decreciente (no 
creciente) sobre un conjunto {x} si para cualesquiera x, y 7, de este con~ 
junto que satisfacen la condición 
t, < r, es válida la desigualdad 
EDS f (2) Ue) > f (22). 

Las funciones no decrecientes 
y no crecientes se agrupan en 
una clase llamada funciones 
monótonas. 

Si para cualesquiera z, y ta 
del conjunto {z} que satisfacen 
la condición x, < z, es válida 
la desigualdad f(x) < f (z4) 
U (m) > / (2), entonces la 
función y = f (z) se denomina 
creciente (decreciente) sobre el con- Fig. 4.7 
junto {z}. Las funciones erecien- 
les y decrecientes se denominan también estrictamente monótonas. 

Aducímos ejemplos de funciones monótona. 

1. La función f (z) = x + sgn z crece sobre toda la recta numéri- 
ca (fig. 4.7). 

2. La función f (z) = sgn z es no decreciente sobre toda la recta 
numérica (véase fig. 4.4). 
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2. Concepto de función inversa. Funciones monótonas que tienen 
la inversa. En este punto enunciamos el concepto de la función 
inversa y determinamos las condiciones de la existencia de la función 
inversa para la función monótona. 

Sea la función y = f (z) dada sobre el segmento la, bl y sea su cam- 

o de valores'el segmento la, B]. Luego, sea que a todo y del segmento 
la, fl le corresponde un solo valor z del segmento la, b], para el cual 
Í (2) = y. Entonces, en el segmento la, fl se puede definir la función 
z = f~ (y), poniendo en correspondencia a todo y de la, fl, el valor z de 
la, bl para el cual f (z) = y. La función z = f~ (y) se denomina inver- 
sa de la función y = f (z). 

En la definición mencionada en vez de los segmentos la, bl y la, Pl 
se podría considerar los intervalos (a, b) y (æ, B). Se puede admitir 
también que uno o los dos intervalos (a, b) y (a, f) se convierten en 
una recta infinita o en una semirrecta abierta. 

Notemos que si z = f~ (y) es la función inversa de y = f (z), 
entonces la función y = f (z) es obviamente inversa de la función 
x = f-* (y), Por eso las funciones y = f (x) y z = f~ (y) se denomi- 
nan también mutuamente inversas. 

Las funciones mutuamente inversas poseen las siguientes propie- 
dades evidentes: 


IN =y, UA) => 


Consideremos ejemplos de funciones mutuamento inversas. 
1°. Sea que sobre el segmento [0, 1) está dada la función f (1) = 
= 3z. El conjunto de los valores de esta función será el segmento 


10, 3). La función f- (y) =$ y definida sobre el segmento [0, 3) 
es inversa de la función dada f (z) = 3x. 


2°. En el segmento 10, 1] consideremos la función definida de la 
manera siguiente: 


, si zes número racional, 


z, 

| 1—zx, sí z es número irracional. 

La función z = f- (y) profijada sobre el segmento [0, 1) y deti- 
nida por las igualdades 


zari [ „ si y es un número racional, 

ds 1—y, si y es un número irracional 
será inversa de la dada. No es difícil cerciorarse de eso comprobando 
directamente. 

OBSERVACION 1. Sea que en el segmento la, bl está prefijada una 
función escrictamento monótona y = f (z) y sea el segmento la, Bl 
su conjunto de valores. Entonces, de acuerdo con'la monotonía estric- 
ta de la función y = f (z), a todo y de [z, f] le corresponde un solo 
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valor z de la, b], para el cual f (z) = y, por eso en el segmento la, 
p] existe la función z = f~ (y) inversa de la función y = f (z). Más 
que eso, si la función y = f (z) es creciente en el segmento la, bl, 
entonces la función z = /-* (y) es también creciente en el segmento 
la. Pl, si y = f (z) es función decreciente en el segmento [a, b] 
entonces z = f~! (y) decreciente en [$, a). Vamos a convencernos, por 
ejemplo, de que si y = f (z) es función creciente, entonces z = 
= f7* (y) es también creciente. Efectivamente, si y, < yz, enton- 
ces T, < Zg (Z, = f> (y1) y Za = f~ (ys), ya que de la desigualdad 
z, X, y del crecimiento de la función y = f (z) se deduciría que 
11 > Ya, lo que contradice la desigualdad y, < Ya» 

Lema 1. Para que la función y = f (z) estrictamente monotóna en 
el segmento la, b) sea continua en este segmento, es necesario y suficien- 
te que cualquier número y comprendido entre los números a. = f (a) y 
P = f (b) sea valor de esta función. En otras palabras, para que la fun- 
ción estrictamente monótona y = j (z) sea continua en el segmento 
la, b] es necesario y suficiente que el conjunto de sus valores sea el 
sanete la. Bl (oip, a), cuando p <a), donde a = f (a) y f = 

DEMOSTRACION. 1) NEcEstDaD. Para mayor precisión, consideremos 
la función creciente y = / (z). continua en el segmento (a, bl (para 
la función decreciente la demostración es análoga). Mostremos que si 
au < y <p, entonces existe un punto interior c del segmento [a,b] 
en ol que f (c) = y (en virtud del crecimiento de la función / (z) en el 
segmento la, bl este punto c será único). Denotemos mediante {z} el 
conjunto de puntos del segmento la, b], para los cuales f (1) < y este 
conjunto comprende, por ejemplo, el punto a, ya que f (a) = a < 
< y). El conjunto {zx} es superiormente acotado y, por eso, tiene la 
cota superior exacta c. Demostremos que f(c) = y. Notemos que 
cualquier número del segmento la, bl, inferior a c, pertenece al con- 
junto (2) *) mientras que cualquier número superior a c no le per- 
tenece **), Mostremos que c es punto interior del segmento la, bl. 
En efecto, sea, por ejemplo, c = b. Consideremos una sucesión crecien- 
te {zn} de valores del argumento de la función y = f (z) que conver- 
ge hacia b. Ya que f (z) es continua en el punto ò por la izquierda, en- 
tonces lím f(x.) =f. Por otra parte, f (tn) < y***), y, por eso, 


en virtud del teorema 3.13, lím / (za) < y. De este modo, $ < y 


que contradice la condicion y < $, La contradicción obtenida demues- 
tra que c< b. De manera análoga podemos cerciorarnos de que 
a< c. Puesto que c es punto interior del segmento [a, bl, existen 


+) Ya que, según la definición de la cota superior exacta, para cualquier 
z menor de c existe un x” tal que z< 7 y / (2) < y. Poro entonces del creci- 
miento de / (2) so desprende que también / (2) < y, es decir, z pertenece a (+). 
+») En virtud de la definición de la cota superior exacta. 
++) Ya que todos los x, son menores de c y, por tanto, pertenecen a {z}. 


104 Cap. 4. Concepto de función 


(un) y {zh}, sucesiones creciente y decreciente de valores del argu- 
mento z que convergen hacia c. Debido a que f (z) es continua en el 
punto, c, lím f(z) = lím f (z4) = f (c). Pero f(a) <y y 


f (a) >y *). Por eso, lim F(z) <y. lim /(2)> y, de donde 


se desprende que f (e) = y. 
2) surtcrencia. Realicemos la demostración para la función y = 
= f (z), creciente sobre el segmento ía, b] (para la función decre- 
ciente los razonamientos son análogos). Sean e cualquier punto del 
segmento la, bl y y = f (c) el valor de la función y = f (z) en este 
punto. Vamos a convencernos de que el número y es valor límite de- 
recho e izquierdo de la función f (z) en el punto c (si c es punto 
de frontera del segmento la, bl, 
entonces y es valor límite unila- 
teral correspondiente en este 
punto de frontera). Sea que 
a<c< b;  demostremos que 
y es valor límite izquierdo de 
la función en el punto e. Sea 
e un número positivo tan 
pequeño que a < y — e (fig. 4.8). 
Ya que según la condición del 
lema el número y — e es valor 
Fig. 4.8 de la función f(z), en el seg- 
mento la. b] se puede indicar un 
punto d tal que f (d) = y — e. Puesto que la función f(x) crece, 
d < c. Consideremos ahora cualquier sucesión {z„} de valores del 
argumento z que converge hacia c y cuyos elementos son menores de 
c. A partir de cierto número W, todos los elementos x, de esta suce- 
sión satisfacen las desigualdades d < z, < c (un elemento de este 
tipo está representado en la fig. 4.8) así que, en virtud del crecimien- 
to.de:f (z) para n> N son válidas las desigualdades f (d) < f (zn) < 
<'hle). Como: f (d) =y — e y f (c) = y, se desprende de las últi 
mas desigualdades que para n> N 


O< y f (2n) < E, 


es decir, la sucesión {f (2, ) converge hacia y. Ya que (2) es suce- 
sión arbitraria de valores del argumento que converge hacia c por 
la izquierda, por eso queda demostrado que en el punto c existe el 
valor límite izquierdo- igual a y = f (c) **).Si a< c < b, entonces, 
realizando los razonamientos análogos, se puede demostrar que y = 


*) Hemos demostrado el caso de un e > @tan pequeño que a < y — s- 
Si a > y — e, baste tomar d = a y repetir los razonamientos realizados emplea- 
dos, empleando la desigualdad evidente y — 2< f (d). 

+) Debido a que zh < c < 1} pará cualquier número n, 
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= f (c) es el valor límite derecho de la función en el punto c. Hemos 
demostrado que los valores límite derecho e izquierdo de la función 
y = f(x) en todo punto interior e son iguales a su valor particular 
F (e) lo que, en virtud do la observación del p. 1 del $ 2, significa la 
continuidad de f (z) en los puntos interiores del segmento. La conti- 
nuidad de esta función en los puntos de frontera del segmento se de- 
duce de que los valores límite unilaterales correspondientes de / (z) 
en los puntos de frontera del segmento son iguales a los valores par- 
ticulares de la función. El lema queda completamente demostrado. 
Corolario. Sea que sobre el segmento la, bl está prefijada una fun- 
ción estrictamente monótona y = f (x) y sea que œ = f (a) yB = f (b). 
Entonces esta función tiene la inversa z = j7 P estrictamente monó- 
tona y continua sobre el segmento la, B) (o ($, al si B <a). 
DEMOSTRACION. En virtud del lema que acabamos de demostrar, 
el conjunto de los valores de la función y = f (z) es el segmento [«; 
p]. Entonces, según la observación 1 de este punto, en el segmento 
læ, P] existe la función inversa z = f~! (y), estrictamente monótona, 
cuyo conjunto de valores es el segmento (a, b] y que por eso, en vir- 
tud del mismo lema, es continua sobre el segmento [a, B). 
OBSERVACIÓN 2. Notemos que las funciones monótonas tienen va- 
lores límite derecho e izquierdo en todo punto interior del campo de 
definición. La demostración de esta proposición queda a cargo del 
lector. 
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Suelen llamarse funciones elementales más simples las siguientes 
funciones: y = z%, y= a*, y= loga, T, y = sen z, y = COS 2%, 
Y = tgz, y = ctg z, y = arcsen x, y = arccos z, y = arctg z, y = 
~= arcctg Z. 

El lector tiene ciertos conocimientos de estas funciones y sus grá- 
ficas de las matemáticas elementales. Algunas de estas funciones, 
por cjemplo, y = a*, se definen fácilmente para los valores raciona- 
les del argumento z. Vamos a aclarar el problema de la definición de 
las funciones elementales más simples para todos los valores reales 
posibles de sus argumentos. Este problema no es sencillo: por ejem- 
plo, no está claro cómo se puede elevar un número real arbitrario z 
a una potencia real arbitraria a. 

Examinaremos también el problema de la continuidad de las fun- 
ciones elementales más simples en todos los puntos de su campo de 
definición. Argumentaremos aquel comportamiento de las funciones 
elementales más simples que se desprende de la consideración de sus 
gráficas. 

En el Complemento del cap. 8 se dan algoritmos para calcular va- 
lores de las funciones elementales más simples. 

1. Potencias racionales de los números positivos. La elevación 
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de cualquier número real z a una potencia positiva entera n se define 
como la multiplicación n-tuple del número z por sí mismo. Por con- 
siguiente, siendo n entero, podemos considerar definida la función 
y = 2” para todos los números reales z. Vamos a utilizar algunas pro- 
piedades de esta función para definir potencias racionales de los nú- 
meros positivos. 

Demostremos el lema siguiente. 

Lema 2. Para x>0 y un n positivo entero, la función potencial 
y =a" crece y es continua. 

DEMOSTRACION. Demostremos el crecimiento de esta función. 
Sen 0K z, <z, Como zy — ar = (za — m) (9 + ata t 

Hor + an’), aba +... +22 >0 so tiene 23 > 
> z}. La continuidad de esta función fue determinada anteriormen- 
to (véase el ejemplo 1 del p. 1 en el $3). 

Corolario. Consideremos la función potencial y = 2" en el seg- 
mento [0, NT, donde W es número positivo cualquiera. Puesto que 
esta función es continua y creciente en dicho segmento, en virtud 
del corolario del lema 1 de este capítulo, ella tiene la función inversa 
creciente y continua en el segmento [0, X”] que se denotará por yY», 

Y a que se puedo escoger N cualquier grande que sea, N” también lo 
será. Por consiguiente, la función z = yWn está definida para todos 
los valores no negativos de y. Cambiando para esta función la denota- 
ción del argumento y por z y la de la función z por y, obtenemos la 
función potencial y = z'/" definida para todos los valores no 
negativos de z. 

Definimos a™/^ como el número b igual al valor de la función 
y==z1" en el punto a. Ahora podemos definir cualquier potencia 
racional r del número positivo a. A saber, si r=m/n, donde m 
y n son números positivos enteros, pongamos 


a (amy, 


Además nos ponemos de acuerdo que 
A 
No es difícil cerciorarse de la validez de las siguientes propiedades 
de la potencia racional de los números positivos: 
(a =ar, aG = (a-b), a-a = artt, (*) 
En primor lugar, demostremos la validez do la primera propiedad (*). 
Obscrvemos que, para un p positivo entero, la igualdad (am/")? == a™` P/M, donde 
m y n son cualesquiera números positivos entoros, es válida a ciencia cierta, pues- 


do, que tanto el miembro izquierdo como el derecho de esta igualdad son igua- 
Jes al producto del número aY/? por sí mismo m-p voces. 


Haciendo r = Ht, s=, domostremos la igualdad (a")* = a”** para cua- 
A 3 


(2 mm 
lesquiera r y s racionales positivos. Pongamos c= (aM / 7», e, = 4%". Si 
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€, fuera distinto de cs, ontonces del crecimiento de la función potencial y ==" 
se desprendería que ef* = ej», y, en virtud de la validez ya demostrada de la 
igualdad (a™™)? = a”-P/% para pentero, la última relación significaría quo 
(am/ns)m, z ami -m»/n:. La relación obtenida contradice la igualdad (amh/m)m,== 
ma" *-"/M ya demostrada para m,, n, y ma positivos enteros. Porlo tanto, 
cı=cs y la primera igualdad (*) queda demostrada para cualesquiera r y s 
racionales positivos. 


No os difícil extender esta igualdad para r y s no positivos, puesto que nos 
homos puesto de acuerdo que So > Pera ry enop SEES 


et, er (h) para r>0. 


Es también suficiente demostrar la segunda igualdad (*) para un r racional 
positivo. Haciéndolo igual a min, donde m y n son números positivos enteros, ob- 
servemos que baste demostrar la igualdad al/2-51/2 = (a:9)1/%, yo que, al mul- 
tiplicar Al igualdades de este tipo, quedará demostrada la relación general 
a-b = (a:b). 

Para demostrar la idad al/%-b1/% == (a-b)i", observemos que, en vir 
tud de las propiedades de funciones inversas mutuamente y = z1/% y z = y”, 
se puedo allrmar que (04/8)% = b, (a1/n)a, = a, ((a:D)U/M)n = a-b. Por eso, ha: 
ciendo e, = a/n. bi", c, == (a-b)ì/® y suponiendo que c, + cz, obtendríamos 
que cP mk cz lo que contradice la igualdad a-b = ab. 

Demostremos ahora la última propiedad (*) teniendo en cuenta que las dos 
primeras ya quedan demostradas. Sean r= m,/n,, s= m/n, entonces r= 
= many (nin), $ = mas, (n, 111), y llegamos a la siguiente igualdad: 


aata a r 


La última igualdad os válida puesto que m,-n, y ma*n, son números enteros. 
De este modo, 


CANCION 
mo O A o, 


ar. 


lo que so necesita. 


Demostremos que, para a>1 y r>0 racional, es válida la 
desigualdad ar >1. En efecto, sea r=m/n y a = amn < 1. 
Multiplicando término a término n desigualdades mencionadas, obte- 
nemos a? <1. La última desigualdad contradice la igualdad 
a” > 1 obtenida después de multiplicar término a término m des- 
igualdades de tipo a > 1. En fin, notemos que si la fracción racional 
r = mín tiene denominador impar n, la definición de la potencia 
racional puede extenderse también para los números negativos si 
se supono 


Ear 


(—a} = —ar, si m es impar. 


ar, si m es par, 


2. Función exponencial. Se desprende de los razonamientos del 
punto anterior que si a es número positivo, entonces la función 
y = ar está definida para todos los z racionales. 
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Es fácil convencerse de que la función y = ax, a >1, definida 
sobre el conjunto {z} de todos los números racionales, crece monó- 
tonamente en este conjunto. 

En efecto, sean z, y z, cualesquiera dos número racionales que 


satisfacen la condición z, > zı. Entonces, 


ara = a* (añ 4). 


Como z, — z, >0 y a > 1, se tiene a717 > 1, o sea, el miembro 
derecho de la última igualdad es positivo y, por eso a% > a*1. El 
crecimiento de la función a* sobre el conjunto de los números raciona- 
les está demostrado. 

Pasamos a la definición de la función a*: sobre el conjunto de todos 
los números reales. 

Fijemos un número real arbitrario z y consideremos todos los 
números racionales posibles æ y $ que satisfacen las desigualdades 


asr<a. (4.2) 


Definemos a*, para a > 1, como un número real y que satis- 
face las desigualdades 


a< y< ab, (4,3) 


Más adelante demostremos que este número y existe y, además, es 
único. Demostremos también que la función definida y = a* posee 
las siguientes propiedades importantes: 1) crece sobre toda la recta 
infinita, 2) es continua en cualquier punto z de esta recta. 


4%. Ante todo demostremos quo para cualquier x fijado y cualesquiera nú- 
meros racionales æ y $ que satisfacen las desigualdades (4.2) existe un número 
real y que satisface las desigualdades (4.3). 

Fijomos un número racional arbitrario $ que satisface el miembro derecho 
de (6.2) y consideremos todos Jos números racionales posibles œ que satisfacen 
la desigualdad izquierda de (4.2). 

Ya que æ < $ y la función exponencial definida sobre el conjunto de los 
números racionales crece, entonces, a% < a. De este modo, el conjunto (a%) 
es superiormente acotado y el número af os una de las cotas suporiores de esto 
conjunto. Por lo tanto, este conjunto tiene cota superior exacta que se denotará 
mediante y, Queda por demostrar que y satisface las desigualdades (4-3). De la 
dofínición de la cota superior exacta se desprende la validez de la desigualdad 


izquierda de (4.3), la validez de la derecha, de (4.3) se deduco de que aP 
es una de las cotas superiores e y, cota superior exacta del conjunto (4%), 

2°, Ahora determinemos que existo un solo número real y que satisface las 
desigualdades (4.3). 

Basta demostrar que para cualquier e > 0 existen números racionales æ y 
P tales que, verificando las desigualdades (4.2), satisfacen la desigualdad a? — 
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Fijemos un e > 0 arbitrario y un Bẹ racional quo satisface la desigualdad 
derecha (4.2). Entonces, como a < a'*, se obtione 
Pam a” (a972 1) < abh (a721), 
La desigualdad a? — a% < e se demostrará si determinamos la posibilidad 
do elegir a y $ tales que a P2%—t< 5 
Del capítulo 2 se desprende que para cualquier n natural se puede escoger 
números ranionales a y P qu vatisiacen las oen tet r e i modo duo 


la diferencia B — œ sea menor que 1/n. De este modo, es suficiente demostrar 
la existen le un n natural para el cual 


an. (4.4) 


Vamos a convencernos de que es posible elegir este n natural. Sea 


jamei tôn. 


Puesto que an> 4, ón es po 'ivo. Empleando la fórmula dol binomio 
de Newton, tendremos 'a=(a//) 1-48a)" =1-4nôn-+ (los términos positi- 


Vos) > 1+nôn. De aquí a—1 > nn y 0< ön <T. Por lo tanto, M4 = 


=b <= 2. La desigualdad (4.4) será válida si elegimos n de tal modo 


Na 


la— 


que n satisfaga la exigencia E<z on> 82. Acabamos de de- 


mostrar la definición univoca del numero y que satisface las desigualdades 

Obsorvomos que si z es número racional y az, el valor de la función exponen- 
cial, en el punto z inicialmente definida solamente sobre el conjunto de los nú- 
meros racionales, entonces a= es aquel número real único y que satisface las de- 
sigualdados (4.3). 

3". Demostremos ahora que la función construida a* (para a > 1) crece en 
toda la recta infinita. 

Sean 7, y za cualesquiera números reales que satisfacen la desigualdad z; < 
< x, Obviamente, existen números racionales a y $ que satisfacen las dosigual- 
dados z, < æ< $ < z (véase la afirmación demostrada en la parte final dol 
pA del $ 2 del cap. 2). De la definición do la función exponencial y de su creci- 
miento sobre el conjunto de los múmoros racionales se desprenden las desigualda- 
des a*t < a% < aÊ < ar, es decir, a™! < a”. El crecimiento de la función ar 
queda demostrado. 


Jida la desigualdad | aù — ax | < e. 

Fijemos un e > 0 arbitrario y escojamos números racionales œ y $ que satis- 
facen las desigualdades (4.2) de tal modo que sea válida la desigualdad a — 
— a% < e (la posibilidad de escoger estosa y $ fue demostrada en 2°). Puesto que 
la sucesión {zn} converge hacia z y æ < z < $, entonces existe un número NY 
tal que para n>N son válidas las desigualdades a < z, < $. De las desi- 
gualdades a < z < $ y a < zn < P y de la monotonía 'de la función expo- 
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nencial se desprende que a% < an < a y a% < ar < aP (para n> N). Ya que 
la diferencia entre los números a? y a% es menor que e y ambos números a® 
y af» se compronden entre a y a, entonces | a" — ax | < e (para n> N). 
La domostración de la continuidad está terminada. 

OBSERVACIÓN 4. Si 0< a< 1, entonces a = 1/b, donde b> 1. 
Pero eso, para O < a < 1, la función y = a puede definirse como 
la función y=b%, b>1 

Determinemos algunas propiedades de la función exponencial 
y=0, a>t. 

1) Todos los valores de la función exponencial son positivos. 
En realidad, sea z un punto arbitrario de la recta numérica y sea 
que z' es un punto racional tal que a’ < z. Ya que, por definición, 
ar >0 y av <a”, se tiene a” >O. 

2) lim a=0, lím a*= + o0. En efecto, como a>1, tenomos 


a=1 Fo, donde a> 0 y a"= (1-+a)” > 1+na. Por consiguiente, 
mi a= +00. En virtud de la monotonía de la función 


"im af = +00. Ya que a™= 1/a", entonces líma™=0, y, por eso 


Epee a- 
lím a*=0. 

3) De las propiedades 1) y 2), así como de la monotonía y la 
continuidad de la función y = a* se desprende, conforme al lema 1, 
que los valores y de esta función llenan toda la semirrecta positiva y > 0. 

4) Para cualesquiera números reales z, y z, son válidas las rela- 
ciones 


(y A A AA, aa a, 
Efectivamente, ya hemos notado la validez de estas relaciones para 
los exponentes racionales. Para cerciorarse de la validez de estas 
relaciones para cualesquiera exponentes, basta considerar las suce- 
siones {za} y (25) do números racionales que convergen hacia z, 
Y zp, respectivamente. Entonces, por ejemplo, a%ñawi = ath+sñ, 
Pasando al límite, cuando n=» co, y empleando la propiedad de la 
continuidad de la función exponencial obtenemos a% at = ases, 
De' manera análoga, podemos cerciorarnos de la validez de otras 
relaciones enumeradas anteriormente. 

OBSERVACION 2, Hemos determinado las propiedades 1) —4) de la 
función exponencial y = a* así como su continuidad y crecimiento 
monótono sobre la recta infinita para el caso de a > 1. Notemos que 
para 0<a<1, en virtud de la observación 1, la función y=a* 
continua y monótonamente decreciente sobre la recta infini 
Además, para esta función se conservan las propiedades 1), 3) y 2), 
mientras la propiedad 2) se modifica del modo siguiente: 

lím a*=-+00, lím a*=0. 


2-0. pe 


$ 5. Funciones elementales más simples 41 


En las figs. 4.9 y 4.10 están representadas las gráficas de la fun- 
ción exponencial y = a* para los casos de a >1 y 0<a<1. 

OBSERVACIÓN s- La propiedad a%i+re = azia%2 puede servir para 
la definición funcional de la función exponencial y = a*. Se puedo 
demostrar que existe y, además, es única, la función f (z) definida 


Y=az (a) 


yraz (osati) 


T' z 


Fig. 4.9 Fig. 4.40 


sobre toda la recta infinita y satisface las tres exigencias siguiente: 

1) para cualesquiera r, y z, reales se verifica la relación f (z 
+ 2) = f (0) f (20); 

2) se verifican las relaciones, F(0) = 1, 7 (1) = a, donde a > 0; 

3) es continua cuando z 

Esta es la función construi e anteriormente a”. 

3. Función logarítmica. Consideremos un segmento arbitrario 
lc, dl de la recta infinita. En este segmento la función y = a* es 
estrictamente monótona y continua, Por eso, en virtud del lema 1, la 
función y = f (z) = a* tiene, en el segmento la, B] donde œ = as, 
P = a, la función inversa z = f”* (y) que se denomina logarítmica. 
La función logarítmica se denota de la manera siguiente: 


z = logay- 


Cambiando, para esta función, la denotación del argumento y por 
a y la denotación do la función x por y, obtenemos la función 


y = log,z. 


Notemos las siguientes propiedades de la función logarítmica que 
se desprenden directamente de su definición: 

4°. La función logarítmica está definida para todos los valores 
positivos de z. Esto se desprende de lo quo su argumento son valores 
de la función exponencial que, en virtud de las propiedades 1) y 3) de 
esta función (Véase el punto anterior), pueden ser positivos y ocupan 
toda la semirrecta positiva z >0. 

2. La función logarítmica es continua y crece sobre toda la se- 
mirrecta abierta z > 0 cuando a > 4 (decrece cuando a < 1), con 
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tal que para a > 1 


lim logar=—co, lím log,2= +00. 
2-040 Poar 
La validez de esta propiedad se desprende de las propiedades de la 
función exponencial y de la observación 1 del p. 2 del $ 4. 

32. Para cualesquiera z, y zg positivos 


loga (2,22) = logaz, | 10gaZa 


Esta propiedad se desprende también de las propiedades de la fun- 
ción exponencial. 
OBSERVACIÓN. Vale notar espocialmento la función logarítmica 


= loger, dondee= lím (14+2)", Para esta función emplea- 
y = log lim x pl 


y y =109a% (asi) 


Y -1oggz (0<ac1) 


Fig. 4.41 Fig. 4.12 


mos la denotación y=1n z. La función logarítmica y=1n z desem- 
peña importante papel en las matemáticas y sus aplicaciones. Los 
logaritmos de base e suelen llamarse naturales. 

En las figs. 4.11 y 4.12 están representadas las gráficas de la 
función logarítmica y = log,x para los casosde a >1 y 0 < a < 1. 

4. Funciones hiperbólicas. Se denominan funciones hiperbólicas 
las siguientes funciones *): 

1”. Seno hiperbólico 

Ae 


shri= ===. 
2”. Coseno hiperbólico 


hr 3 


*) La denominación «funciones hiporbólicass se debe a que las funciones 

E = sh z e y = ch z pueden definirse geométricamente, al considerar una hipér- 

ola isósceles según las mismas reglas que sirven para defimir las funciones 
y = sen zo y= cos z considerando una circunferencia unitaria. 
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3°. Tangente hiperbólica 
thz= 


4%, Cotangente hiperbólica 
chz _ 4er 
2 


Pe 


De las definiciones do las funciones hiperbólicas se desprende 
que el seno hiperbólico, el coseno hiperbólico y la tangente hiperbó- 


cthzx= 


Fig.4.13 Fig. 4.14 


lica están definidas sobre toda Ja recta numérica. La cotangente 
hiperbólica está definida en todos los puntos de la recta numérica, 
excepto el punto z = 0. 

Las funciones hiperbólicas son continuas en todo punto del campo 
de definición (éste se desprende de la continuidad de la función ex- 
ponencial y del teorema 4.2). 

Las funciones hiperbólicas poseon una sorie de propiedades aná- 
logas a las de las funciones trigonométricas. Por ejomplo, para las 
funciones hiperbólicas sirven los teoremas de adición análogos a los 
de las funciones trigonométricas. A saber: 


sh (z + y) 
ch (£ + y) 


hz chy +chzshy, 
h z ch y + sh x sh y. 


En las figs. 4.13—4.16 están representadas las gráficas de las 
funciones hiperbólicas. 

5. Función potencial con cualquier exponente real a. Sea a: nú- 
mero real arbitrario. Definemos la función potencial general y = 2%, 
s807 
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x > 0, de la manera siguiente: 

y==2% (ala). =at 0% (a>1). 
Do la definición de la función potencial se desprende que para « > 0 
ella es creciente y, para œ < 0, decreciente. 


Fig. 4.15 
Consideremos el valor límite de la función potencial cuando 
20 +0. Domostremos que 
0, a>0, 
s 400 sia <O. 
En efecto, sea (z,) cualquier sucesión de valores del argumen- 
to z, convergente a cero por la derecha. Ya que lim logaz, = 


= — oo, entonces de las pro- 
piedades de la función expo- 
nencial se desprende que 
Jím g%lotažn = 0, cuando a > 0, 


Y lim arloratn = +00, cuando 


a< Ô. Ahora es lógico tomar 
0% = O para a > 0 y considerar 
indeterminada esta expresión 
a a< 0. 

Demostremos la continuidad 
de la función potencial en 
cualquier punto z de la semi- 
rrecta infinita positiva (x > 0). 
Para hacerlo, es suficiente argu- 
mentar que esta función es con- 
tinua por la derecha y por la 
izquierda en todo punto z de 
dicha semirrecta (véase la obser- 
vación en el p. 1 del $ 3). Por ejemplo, demostremos que esta fun- 
ción es continua por la izquierda en el punto z (ia continuidad por la 
derecha se demuestra análogamente). Al mismo tiempo, para mayor 


Fig. 4.16 
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precisión, tomaremos æ > 0. Vamos a emplear la fórmula y = 2% = 
= a%loga*, a > 1. Sea (z,) cualquier sucesión, convergente por la 
izquierda hacía z, de valores del argumento de la función potencial, 
así que Z, < z. Puesto que la función logarítmica es continua, la 
sucesión (un), donde un = a l0g,7,, converge hacia u = a logas 
con tal que todos los elementos x, son diferentes de u (en efecto, 


f 
1 
i 
i 
1 
1 
1 
1 
Y 


yan, a30 


Fig. 4.17 


ya que para a > 1 la función logarítmica crece, entonces es válida 
la desigualdad vn < u). En virtud de la continuidad de la función 
exponencial, la sucesión (an) converge hacia a“. En otras pala- 
bras, la sucesión (a%10%a=,), que representa la sucesión (2%), corres- 
pondiente a la (z,), de valores de la función potencial, converge 
hacia a%l%a%n, os decir, hacia z“. La continuidad de la función 
potencial por la izquierda en el punto z > 0 queda demostrada. De 
manera análoga se demuestra su continuidad por la derecha en el 
punto z > 0. Pero la continuidad por la derecha y por la izquierda 
de una funcion en un punto z sígnifica que la función es continua en 
este punto. Notemos que sí æ > 0, entonces la función potencial 
y = x% es también continua en el punto z = 0. 

OBSERVACIÓN. Observemos que si el exponente æ de una función 
potencial es un número racional m/n, siendo n un número entero 
impar, entonces la función potencial y = 2% puedo definirse sobre 
todo el eje numérico, poniendo para z< 0 


y = |z |*, sia = mín y m es par, 
y = — |z |%, si a = min y m es impar. 


En las figs. 4.17—4.20 están representadas las gráficas de la 
función potencial y = z* para varios valores de æ. 
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6. Funciones trigonométricas. En las matemáticas elementales, 
haciendo razonamientos geométricos demostrativos, fueron intro- 
ducidas las funciones trigonométricas y = sen z e y = cos z *). 

Enumeremos algunas propiedades de las funciones trigonomé- 
tricas que tienen importancia para análisis ultorior: 


0] z 
yoat, io 
Fig. 4.19 Fig. 4.20 


14°. Para cualesquiera z’, z” y x reales son válidas las siguientes 
relaciones: 


sen (z' +2") = sen z’ cos z” + cos z’ sen 2”, 
cos (2' +2”) = cos z’ cos z” — sen z' sen 2”, (4.5) 
semz+costr=1. 


2. 


(4.6) 


3”. Si0<zx<ma/2, entonces 
0<senzr<z. (4.7) 


*) Las demás funciones trigonométricas y = tg z, y = ctg 7, y = sec z 
e y = cosec z se definen por medio de las fórmulas mencionadas: 
senz sz 1 1 


terede greg) Serer O= nr 


Notemos que la definición de las funciones sen z y cos z empleando razona- 
mientos geométricos demostrativos no os irreprochable lógicamęnto puesto 
que la posibilidad de definir estas funciones para todos los valores realos del 
argumento z se reduce a la posibilidad de establecer la correspondencia biuni- 
voca entre todos los puntos de la circunferencia unitaria y todos los númoros 
reales del segmento [0, 2x]. 
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Las propiedades mencionadas se argumentan haciendo razona- 
mientos geométricos. Aquí no daremos las deducciones geométricas 
de las propiedades 1° y 2” conocidas del curso de las matemáticas 
elementales. Detengámonos solamente en la deducción geométrica 
de las desigualdades (4.7). Además de (4.7), demostremos la desi- 
gualdad z < tg z (cuando 0 < x <a/2). 

Consideremos la circunferencia de radio 1 con centro en el punto 
O y el punto A de esta circunferencia (fig. 4.21). Partiendo del pun- 
to 4, en sentido contrario al de 
las agujas del reloj, marcaremos 


g 
arcos de la circunferencia. Sea 1 
M punto de la circunferencia que El 
está en el primer cuadrante, N 

A A 


z, la longitud del arco AM, 

Orna? (x es medida en 

radianes del ángulo AOM), N, 

a base de la perpendicular 

sajada desde M hasta OA, B, 

el punto de intersección de la Fig. 4.21 
perpendicular OA trazada desde 

el punto A y la prolongación del 

segmento OM. Entonces MN = sen z, ON = cos z, AB = tg z. 
Ya que el triángulo OMA se comprende en cl sector OMA que, a su 
vez, se comprende en el triángulo OBA y las áreas de dichas figuras 


son igualesa £ sen z, $ y $ tgz. respectivamente, entonces tienen lugar 


las desigualdades sen z< z< tgz, 0<zx<mn/2. Para dichos 
valores do z tenemos sen z >O. De este modo, la validez de las desi- 
es O< sen z <z < tgr (cuando 0 < x < n/2) queda esta- 
blecida. 

Las propiedades 1°, 2° y 3° pueden servir para la definición de 
las funciones sen z y cos z. Se puede demostrar que eziste y, además, 
un solo par de funciones definidas para todos los valores reales del argu- 
mento — la primera denominada sen z y la segunda cos z— que salis- 
facen las exigencias 1%, 2, 3. 

La demostración de esta afirmación se da en el Complemonto de 
este capítulo. 

Notemos que de las propiedades 1°, 2° y 3° de las funciones sen z 
y cos z se puede deducir todas las propiedades conocidas de las 
matemáticas elementales *). 

Demostremos la continuidad de las funciones trigonométricas en 
todo punto de su campo de definición. Primeramente argumentamos 
la continuidad de la función y = sen z en el punto z == 0. Sea {z} 
sucesión arbitraria convergente por la derecha al punto z= Q de 
valores del argumento z. De las desigualdades (4.7) tenemos 0 < 


*) Por ojemplo, las igualdades sen (— x) = — sen z, cos (— z) = cos z- 
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< sen zn < Zn: De aquí, en virtud del teorema 3.14. se desprende 
que la sucesión (sen z,) tiene límite igual a cero. De este modo, 
lím sen x=sen 0=0. Puesto que para (—1/2) < z < 0 


ERETT) 

son válidas las desigualdades z< sen z<0 *), entonces, emploan- 
do los mismos razonamientos, obtenemos lim sen z= 

== 0-0 

sen 0. Hemos establecido que en el punto z = O función y = 
sen z es continua por la derecha y por la izquierda, o sea, es 
continua en dicho punto. Para demostrar la continuidad de la fun- 
ción y = sen z en cualquier punto z de la recta infinita, empleamos 
la fórmula sen z” — sen z’ = 2 cos ZEZ sen Tí que puede 
obtenerse de las fórmulas (4.5). Sea (z,) sucosión arbitraria de 
valores del argumento convergente a x. Suponiendo 2" = zp y 7’ = Y 
en la última fórmula, obtenemos 


lím (sen z, —sen z) =2 lím cos It sen == 
maa Saes 


La validez de esta conclusión se desprende de que la sucesión 
[eos Hatz) es acotada **) y la sucesión (son 2272), infinitesimal, 
en virtud de lo demostrado anteriormente. 
La continuidad de la función y = cos z se demuestra, empleando 
los razonamientos análogos y la fórmula 
cos z” — cos z' = —2sen z4z sen =. 


La continuidad de las demás funciones trigonométricas (tg z, ctg 2, 
sec z, cosec z) en todo punto de su campo de definición se despren- 
de del teorema > 

El campo de definición de toda función trigonométrica se divide 
en segmentos de monotonía de la función ***). La función y= sen z 


crece en todo segmento [2r 2mm)” ) y decrece en 


desigualdades (4.7) cambiando z 

la sen (—z) = — sen z. 

.5) permite concluir que | cos z |< 1 

y | sen z [<< 1. De aquí es obvia la acotación de la sucesión (eos ats, 
a+) La monotonía de las funciones sen z y cos z sobre los segmentos corres- 

pondientes se determina fácilmente de las fórmulas 


nr aomeiiacos EFE en 


cosz”—cosz’ = —2 sen FE sen 


es) Aquí, por k se toma cualquier número entoro. 
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todo segmento [(2k+1)2—F, (M+DI+F]. La función 


y=cosz crece en todo segmento [(2k—1) a, 2/1] y decrece en todo 
segmento [2kx, (2k+1)a]. La función y=tgz crece en todo 


Fig. 4.22 Fig. 4.23 


intervalo (tn. +3). La función y=ctgx decrece en 


todo intervalo ((k — 1) 1, kr). Para las funciones y = sec z 0 y = 
= cosec z el lector puede determinar fácilmente sus campos de 
crecimiento y decrecimiento. 


ydys 
Fig. 4.24 Fig. 4.25 


En las figs. 4.22—4,27 están representadas las gráficas de las 
funciones trigonométricas. 

7. Funciones trigonométricas inversas. La función y = arcsen z 
se define del modo siguiente. Consideremos la función sen z en 
el segmento [—/2, 7021. En el punto anterior hemos señalado que 
en esto segmento la función y = sen z crece, es continua y tiene el 
segmento [— 1, 1) como el conjunto de sus valores. En virtud del 
corolario del lema 1 para la función y = sen z existe función inversa 
y continua sobre el segmento [—1, 1), La denotaremos z = arcsen y. 
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yemes 
Fig. 4.27 


ya orccos 
Fig. 4.28 Fig. 4.29 


Cambiando para esta función la denotación del argumento y por z. 
y la denotación z para la función por y, obtenemos la función y = 
= arcsen z. En la fig. 4.28 está representada la gráfica de esta 
función. 

De modo completamente análogo se define la función y = arccos z. 
El segmento [—4, 1) es su campo de definición y el segmento (0, a, 
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conjunto de sus valores. La función mencionada decrece y es conti- 
nua sobre el segmento [—1, 1]. En la fig. 4.29 está representada la 
gráfica de la función y = arccos z. 


yrarcoga 
Fig. 4.34 


Las funciones y = arctg z e y = arcctg x so definen como las 
inversas de la tangente y la cotangente, Estas funciones están defi- 
nidas, son monótonas y continuas en la recta infinita. En las figs. 4.30 
y 4.31 están representadas las gráficas de estas funciones. 
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1. Notas preliminares. En el capítulo 1 hemos dicho que para 
calcular las derivadas de las funciones y=senz e y=log,z hay 
que demostrar la existencia de los valores límite (o los límites) 


ias RE 
de la función —¡3—, cuando Az-+0 y de la función 


(1422), cuando Az—0 y 2>0 está fijado. En el párrafo 
presente vamos a resolver esto problema. Necesitamos demostrar la 
proposición sobre el valor límite de la función comprendida entre 
dos funciones que tienen valor límite común en un punto dado. 
Esta proposición es analogía funcional del teorema 3.14. 

Lema 3. Sea que en cierto ô -entorno del punto a (excepto, tal vez, 
el propio punto a) están dadas funciones f (2), g (2) y h (z) con tal que 
en el punto a las funciones f (x) y g (z) tienen un mismo valor límite 
igual a b. Si en dicho entorno del punto a (ezcepto, tal vez, el propio 
punto a) se cumplen las desigualdades f (1) < h (z) < g (z), entonces 
en el punto a existe el valor límite de la función h (z) y esigual a b. 

DEMOSTRACIÓN. Sea {zn} sucesión arbitraria de valores del argu- 
mento z convergente hacia a cuyos elementos x, se encuentran en dicho 
8-entorno del punto a y no son iguales a a; sean (f (zm), {8 (2n) 
y {h (£n)) sucesiones correspondientes de valores de las funciones 
(2). g (z) y h(z). Según la condición 


lim £ (2) =b y 1 (20) <h (21) <E (En). 
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Pero, entonces, en virtud del teorema 3.14, 


Ya que {zn} es sucesión arbitraria de valores del argumento conver- 
gente hacia a, entonces la última igualdad significa quo 
lim h (z) =b. El lema queda demostrado. 

xa 


2. Valor límite de la función ) en el punto 2=0 (primer 


límite notable). Demostremos el teorema siguiente. 
Teorema 4.4. En el punto z = Q, el valor límite de la función 


RE existe y es igual a la unidad: 


senz o» 
z 


(4.8) 


2-0 


DEMOSTRACION. Ya hemos notado que para O < 1< n/2 son 
válidas las desigualdades 0 < sen 7 < z < tg x (véaso el p. 6 del 
párrafo anterior). Dividiendo estas igualdades término a término por 
sen z, obtenemos 


1< $ o cosz 


a 


Las últimas desigualdades son también válidas para los valores 

do æ que satisfacen las condiciones —-F<z-<0. Para convencerse 

sonz _ 
z 


de esto, basta observar que cosz=cos(—z) y 
Ya que cosz es función continua, entonces lím cosz=1. De este 
modo, en cierto ó-entorno del punto 2=0 para las funciones 


cosz, 1 y se cumplen todas las condiciones del lema 3 
(para cerciorarnos de esto, denotemos f(1)=cosx, g(2)=1 y 


h(s) =P= y tomemos 6=x/2). Por consiguiente, lím #22 = 
zat 
= limcosz=1. El teorema queda demostrado. 
pa 


Ar 
*) Anteriormente hablamos de la función 


¡Ar L 
Si se denota median- 
T 
S0 | En este caso la condición Ar— 0 se 
reduce a la condición £-+0. 


te z, obtenemos la función 
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3. Valor límite de la función (14+-2)”, cuando z— o 


(segundo límite notable) *). Demostremos el teorema siguiente. 
Teorema 4.5. El valor límite de la función f(z)= (1+4) 
existe y es igual a e, cuando 200: 


i)z 
Mm (1+4) =e. (4.9) 

DEMOSTRACION. Hay que demostrar que cualquiera que sea la 
sucesión infinita {z4} de valores del argumento de la función f (z) = 


=(14+4), la sucesión correspondiente {f (z}} de valores de esta 


función tiene el número e por su límite. Consideremos cuatro grupos 
siguientes de sucesiones infinitas del argumento z: 

1°. Sucesiones infinitas (na) cuyos elementos son números positi- 
vos enteros. Por ejemplo, dicho grupo incluyo la sucesión 


2,2,1,1,3,3,2,2, 4,4 -. n+4.n+41,2,M.... 


2, Sucesiones infinitas cuyos elementos a partir de cierto número 
consisten de números reales positivos. 

3%. Sucesiones infinitas cuyos elementos a partir de cierto núme- 
ro se componen de números reales negativos. 

4", Sucesiones infinitas que contienen un número infinito de 
números reales tanto positivos como negativos **). 

Observemos que vna sucesión infinita completamente arbitraria 
de valores del argumento se refiere a uno de los grupos 1%, 2°, 3°, 4%. 
Por eso el teorema será demostrado si demostramos cada uno de los 
grupos 1°, 2°, 3° y 4°. (Al mismo tiempo, las sucesiones del grupo 1° 
son de carácter auxiliar). Seu {za} alguna sucesión dol primer grupo. 


») El problema mencionado anteriormente del valor límite de la función 
(122), para dr->0 y un =>0 fijado, se reduce a dicho problema 
Az 


En efecto, si tomamos 2% 2, entonces, cuando Az—0, uo y 


(+) (4) ; esta función se diferencia de la función 
z v 
(++) solamente por la denotación del argumento. 

++) Ya quo la función (1 +14) no está definida sobre ol segmento [—1, 0] 


(puesto que para los valores de z do este segmento la expresión (1 +i)or es 


negativa ora no tiene sentido), entonces, es lógico considerar que los elementos 
de las sucesiones 2°, 3° y 4° no pertenecen al segmento (—1, O). 


12 Cap. 4. Concepto de función 


Demostremos que lím 0+4)? = e. Sea e cualquier número 
SS 


positivo. Ya que lím (4 +1) = e (véase el p. 4 del $3 del 


cap 3), entonces se puede indicar un número N* tal que, para n> N*, 
se cumple la desigualdad 


(++) 
Puesto que la sucesión (na) es infinita y sus elementos son números 
positivos enteros, para el número positivo V* se puede indicar 
un número N tal que, para k> N, se cumple la condicion ny > N*. 
Pero, como ya hemos dicho, para tales n, enteros se cumple la desi- 
gualdad 


Ja)” 
Por consiguiente, 
lím (1 +L)"=e 


Ahora pasamos a las sucesiones del segundo grupo. Sea (xp) 
cualquier sucesión del segundo grupo y sea N número, partiendo 
del cual todos los elementos de esta sucesión son mayores que la 
unidad. Tomando k > N, denotemos mediante z, la parte entera 
de Za, ny = [z]. Entonces, 


MS <a +1. (4.10) 


Notemos que las sucesiones {ma} y {na + 1) son sucesiones del 
primer grupo. De las desigualdades (4.10) tenemos 


i 4 1 
CS 


1 1 1 
itap AS 
De aquí, empleando otra vez las desigualdades (4.10), obtenemos 
1 qm 1 y A ymt 
(++) *< (1437) *< (145) h aan 


Bij P 1 ya 4 yt 
Los límites de las sucesiones (a Rs 
son iguales a e. En efecto, la primera sucesión puede representarse 
como el producto de las sucesiones [(1 + e 


(y) cuyos límites son iguales a e y 4, respectiva- 


$ 6. Valores límite de funciones 125 


wmente *). La segunda sucesión es el producto de las sucesiones 
((1+2)") y [(1+2)) cuyos límites son, respectivamente, 
iguales a e y 1. En virtud de las desigualdades (4.11), según el 
teorema 3.14 tenemos 


ia (1h) ie 


Consideremos las sucesiones del tercer grupo. Si {za} es una 
sucesión infinita cuyos elementos, partiendo de cierto número, son 
negativos, entonces la sucesión [z,), donde zą = — 1 — Za, es 
infinita y sus elementos, partiendo de cierto número, se componen 
de números reales positivos. Por eso (z,) es sucesión del segundo 


grupo. Como 
(o (e 


im (142)! lim (1+4)% (14) =e, 


kac 


se tiene 
4i ya 
e iao 


Para terminar la demostración, hace falta considerar las suce- 
siones del cuarto grupo. Sea (zp) dicha sucesión. Mediante (zh) 
denotemos la subsucesión de esta sucesión que se compone de todos 
los elementos no negativos **) de la sucesión {za) y mediante (i), 
la subsucesión compuesta de todos los elementos negativos de la 
sucesión (z,)***). Ya que, según lo demostrado 

r 1) 

l i++ 

tn (+ 
entonces, para cualquior ¿>0 se puede indicar un elemento W tal 
que para k>N 


[ay ima r [+ z 
es decir, para k>N 


Mel <e 


*) Al mismo tiempo, se toma en consideración que (na) pertenece al 
primer grupo, 

+») Estos elementos fpartiendo de cierto número, son estrictamente positivos, 

+») Marcamos aquí, a diferencia del capítulo 3, las subsucesiones elegidas 
mediante los signos * y * dejando, al mismo tiempo, para un elomento de la 
subsucesión el mismo número que él tenía en la sucesión {ra } 
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Por consiguiente, 


A AA 

ta iha i 

El teorema queda demostrado. 
OBSERVACION. Del teorema demostrado se desprende que 


lim (142)%=e. 
=-0 


En efecto, sea (z,) cualquier sucesión, convergente a cero, de valo- 
res del argumento de la función (1 + x)= cuyos elementos 7, son 
distintos de cero. Entonces, la sucesión (z,), donde z, = 1/2,, es 
infinita (véase el teorema 3.6). Como 


a A e 
se tiene 
lim (1427) ne, 


Y, por eso, 
lim (142) 1% =e. 


$ 7. Continuidad y valores límite de algunas funciones 
compuestas 


1. Continuidad y valores límite de algunas funciones compuestas. 
Demostremos la continuidad de algunas funciones compuestas. 

1°. Sean z = q (t) e y = f (z) funciones elementales más simples 
(vease el $ 5) con tal quo el conjunto de los valores (x) de la fun- 
ción z= ọ (t) es el campo de definición de la función y=f (z). De 
los resultados del $ 5 se desprende que las funciones elementales más 
simples son continuas en todo punto del campo de definición, 
Por eso, en virtud del teorema 4.3, la función compuesta y = f (q (£)] 
o sea, la superposición de dos funciones elementales, es continua. 


Por ejemplo, la función y = sen 2 es continua en cualquier punto 


2 +0. Para convencerse de esto, baste considerar las funciones 
z= t™ e y = sen z. La función compuesta y = sen t-i se diferencia 
de la función y=senL solamente por la denotación del argumento 
y, en virtud de lo dicho anteriormente, es continua en cualquier 
punto + æ 0. Realizando los razonamientos análogos, es fácil cer- 
ciorarse de que la función y=1n sen z es continua en cualquier punto 
de todo intervalo (2kx, (2% + 1), 2) *). 


') Donde sen z> 0. 
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2°, EXPRESIONES POTENCIAL-EXPONENCIALES u (T)? (2). 

Es obvio que tiene sentido solamente el caso de u (1) > 0. Es 
fácil de convencerse de que si u (z) y v (z) son continuas en el punto 
a y u (z) > O en el entorno del punto a, entonces la función u (z)°(=} 
es también continua en el punto a. 

En efecto, u (z) =e (=) mu (=), Ya que ln u (z) es función 
continua en el punto a, entonces la función v (z) ln u (z) es también 
continua en el punto a. Pero, entonces la función e° (u) es 
continua en el punto a. Notemos que la propiedad de la continuidad 
que hemos demostrado permite comprobar que, para las suposicio- 
nes hechas lím u(r} = u (aj. 

a 

3°. Valores límite de expresiones potencial-ex dales. 

Examinemos el problema de los valores limite de las expresiones potencial- 
exponenciales u (z)Y(x) cuando z — a. Además, suponemos que u (z) > 0 en 
entorno del punto a. 

Do la relación u (zj) = e”) Inu) se deduce, gi cuando z-»a, ol 
valor imito de la expresión u (z)"=) depende del valor límite de la expresión 
v (2) ln u (2). 

A im o tefini = 5. 
Vamos a convoncernos de que en esto caso lim u (23009) = e. 


En efecto, la función 
vof 


es continua en el punto z = a. Por eso, la función compuesta ev(*) es también 
continua en este punto. Por consiguiente, lim ee) = ew(a) = eb. Ya que 
2-0 
lim ens) = lim ero Inu), entonces lim u (zje) existe y os igual a e. 
zo xa x-a 
Empleando los datos referentes a los valores límite de e? cuando w + — oo 
y w— -+ co, es fácil de cerciorarse de quo 
TI. Si Jm v (z) Inu (z) = — œ, entonces lím u (x)? = 0. 
20 zsa 
111. Si Jím v(x) Inu (z) = + œ, entonces lim u (1)9%) = + 00. 
La rolación establecida entre los valores límite de las expresiones u (z)9) 
x (9 1n u (a) permito, en algunos casos, hallar fécilmonto ol valor limite do la 
función u (2)r(%) si se conocen los valores límito de las funciones u (z) y v (2). 
Consideremos, por ejemplo, los casos siguientes: 
1) Existen lím u()>0y lím v(»). 
2) lím uj =b b> i, Um v (1) = + o. 


joa zon 
3) Ím u()=5,2>1, Um v()=—o 


ví Inu(s), si za, 
b, si z=a 


Cerciorémonos de que en el caso 1) lím u (700 =| lim u (iee. 

En efecto, ya que lim u (z) > 0, entonces, conforme a la continuidad de la 

función logarítmica, ° lím In (u (z) existe y es igual a Inf lm u (a)l. 
e 20 


Por eso existe lím v (z) ln u (2)=lím v (z) la [lim u (x)) 
aa xa z-a 
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Según 1, de aquí se desprende que 


Um dinu) Mm e) in [lm e] atm ata) 
lim (e =s zea lim 
En ol caso 2) lim v(z)inu()=+%, y, por eso, sogún NI, 


lim u (AA 00, 


Eu el caso 3) lim, v(=)Inu(x)=-—oo, y, [por eso, según Il, 
lím u (a D=0. 
“2 pera concluir, menclonemos teos casos cuando so uocesita el estudio: para 
hallar el valor límite de u (z), 
1. Indeterminación de forma 1%: 
lim u()=1, lím v(a) = o 
2. Indeterminación de forma 0%: 
lim «(=)=0, lím r()=0 
xa ma 
3. Indeterminación de forma co. 
Mm u (+) —-+eo, lim v(s)=0. 


Para el primero de estos casos aducimos la fórmula, cómoda para las apli- 
caciones prácticas. 


Transformemos la expresión u (x)9(x) del modo siguiente: 


a ta] 


Luego, tomemos 


ia 


Vta y luto (a), 


así que 
OZ, 


Puesto que lim U'(2)=e (véase la observación del toorema 4.5) y e>1, 
entonces el valor lím u (2) =. 


im U (z) depende del valor límite do la 


función V(z) en el punto a, es decir, de lim [u(z)—1]v(z). A saber, si 


(Dm VA me 


(véaso el caso 1)); si lim [u(=)—1]v(2)=>+00, entonces lím u(9= 400 


lím u(=)—1] v()=lim V()=<, entonces 
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(el caso 2) 


lím [u(2)—1]v (7)=—co, entonces lím u (2)? =0 (véase 
él caso 3). De este modo, obtenemos la siguiente fórmula: 

lin [efx 1] 
lim a (amea 


Las indoterminacionosde tipo 2 y 3 se reducen a la indeterminación de tipo 1 
de la manera siguiente. 
Hagamos 
U (2) = e), V (2) = In u (5). 


Es ovidente que lim U (x)=1 y lím V (z)=+ œ. Además, 
aa z-a 


u (a) m [eV ia Ui) ¿ln LV y (aV, 
1 


” Poi 1 
EJEMPLO. Hallemos lim [005.2]%"*, Ya que lita cosz=1 y lig im oz 


=00, entonces tenemos la indeterminación de set 1”, 
Mm [u(x)=-1] ex) 
Empleemos la fórmula Jim, 1 a 0 obtenida anterior- 
mente. Tenemos 
lím [u (z)—4] v (z)= 
20 


=lim 100824) 5 == =m[- 250 7] x 


1 1 
x sn 


tim -—t 
z E 
T x-0 PM 
4 sen? 3 cost cost. 7 
Por eso, 
f : 
limicos ao ie mt 
0 Ve A 


4°. VALORES LIMITE DE ALGUNAS FUNCIONES COMPUESTAS. Demos- 
tremos la validez de las igualdades siguientes: 


(4,12) 


1) Consideremos el primero de estos límites. Tenemos 


A RA 
z z 


1 ai n2 
[araa] ta e PEPI I tatata] 
hjá = a 


alata) T Hata +.. tatata] 
9607 
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a 
ajt 
NEN 
to 
(Saur 
3 


atay +a" v+ memg 
+ 
aHa a T HHAH 


Puesto que, para z—0, el denominador de la última expresión 
tione límite igual a n (la función (1+z)*™ es continua en el punto 


2=0 y por eso lím (1+z)V"=1), entonces lím YESA, L, 
9) ¡Passcaco A Tk demostentidn: de: Ta ssganda Teddi. (63 EN 

Tenemos JEEZ -In (1 4 2)1. Continuemos definiendo la función 

J(2)= (1+2), poniendo (0) =Lim /(2) = lim (1 +2)" =e. Como 


resultado, obtenemos la función f(x) continua en el punto z=0. 
Entonces, la función ln f(z) será también continua en el punto 
mulo y “por eso limIn(f-+z)*=lnf()=lne=1. Así pues, 


mita li 


Mm ER 
*"%5) Demostremos la validez de la tercera igualdad (4.12). Hagamos 
2=In (1 +u) y observemos que para z—0 la variable u tiendo 


a coro. Tenemos Ra Do aquí se desprende que 


A a 


4) Demostaemos la slides de la última dsd (4.12). Tenemos 


2sen* sent sen? 
ds AE Es Er 4 Como lim GF j =1 (vénso (4.8)), 
3 
so tiene Lim E + 


Emplanido las relaciones (4.8), (4.12), la igualdad (4.1) y el 
símbelo o (z) (véase el p. 3 del $ 2), es fácil convencerse de la validez 
de las fórmulas siguientes: 

senz=x -+0 (z), 

VIF2=14+F+0(2), 

In (1 +2)=x +0(2), (4.43) 
e=1+2+0(2), 

cos2=1—H4o(23. 


$ 8 Clasificación de los puntos de discontinuidad 134 


Demostremos, por ejemplo, la validez de la primera fórmula. 
Ya que im22 —=1, entonces, en virtud de (4.1), 3 = 
o 


= 1 + a (z), donde a (z) es función infinitesimal en el punto z = 0. 
De la última fórmula se desprende que sen z = z + za (2). Como 
Za (z) = o (z), se tiene sen z = z + o (z). 

e lo de función elemental. Clase de funciones elementales. 
En las matemáticas aplicadas desempeña importante papel la clase 
de funciones quese obtienen haciendo un número finito de opera- 
ciones aritméticas sobre funciones elementales más simples, así como 
efectuando superposiciones de estas funciones. Por ejemplo; las 
funciones z* + 3 cos 2z, In | sen 3z | — eV pertenecen a dicha 
clase. Esta clase de funciones se llama clase de funciones elementales 
y toda funcion de ésta, elemental. 

Notemos la siguiente propiedad de las funciones elementales: 
son continuas en todo punto del campo de definición *). 

Esta propiedad se desprende directamente de los teoremas 4.2 
y 4.3 y la continuidad de las funciones elementales más simples en 
todo punto del campo do definición. 


$ 8. Clasificación de los puntos de discontinuidad de 
la función 


1. Puntos de discontinuidad de la función y su clasificación. 
En el p. 1 del. $ 3 hemos definido los puntos de discontinuidad de la 
función somo. pinton en los cuales la función no posee la propiedad 
de continuidad. Denominaremos también puntos de discontinuidad 
de la función los puntos en los cuales la función no es definida, pero 
en cuyo e-entorno cualquiera existen puntos del campo de definición 
de la función. 

Consideremos los tipos posibles de los puntos de discontinuidad 
de la función. 

14°. Discontinuidad evitable. El punto a se denomina punto de 
discontinuidad evitable de una función y = f (z) si el valor límite de 
la función en este punto existe, pero, en el punto a, la función f (z) 
ora no es definida ora su valor particular f (a) en el punto a no es igual 
al valor límite. 

Por ejemplo, la función 
sonz 


y sl z0, 
0,  siz=0 


ra=] 


+) Si, además, el campo de definición de la función se compone de algunos 
puntos aislados, es lógico considerar que, por definición, la función es continua 
en cada uno de estos puntos, 


s. 
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tiene, en el punto cero, discontinuidad evitable, puesto que su valor 
límite en el punto z = 0 es igual a 1 y el particular, a 2, Si, en el 
punto a, la función f (z) tiene discontinuidad del tipo mencionado, es 
posible evitarla sin cambiar, al mismo tiempo, los valores de la 
función en los puntos distintos de a. Para hacerlo, es suficiente 
definir el valor de la función en el punto a igual a su valor límiteen 
este punto. Así pues, si en el ejemplo considerado tomamos f (0) = 1 
entonces, lím f(z) =/(0) y la función será continua en el 


punto z = O. 

OBSERVACION. En la práctica, los puntos de discontinuidad evita- 
de se encuentran en distribuciones concentradas de magnitudes 

sicas, 

2. Discontinuidad de primer género. El punto a se denomina 
punto de discontinuidad de primer género si en este punto la función 
fÍ (z) tiene valores límite derecho e izquierdo finitos pero no iguales 
uno a otro: 

lim f(z) lím f(x) (o f(a + 0)# f (a—0) 
zato z-a- 0o 

4. Para la función f (z) = sgn z el punto z = 0 es punto de dis- 

continuidad de primer género (véase la fig. 4.4). En efecto, ya que 


1, siz>0, 
sgaz={ 0,siz=0, 


—1, si z<0, 
se tiene 
k i =- 1. 
Jim, snz Km, sens 
2. La función /(2)=+3 +, m>» definida en todos los puntos 


excepto el punto z==0, tiene, en el punto z= 0, la discontinuidad de 
primer género (fig. 4:32). En efecto si {Zn} es sucesión conver- 


gente a cero, cuyos elementos son positivos, entonces E es 


sucesión infinita con elementos positivos y, poreso, (1 -+21%5n) es 


también sucesión infinita. Pero, entonces la sucesión (| ET =r} 


es infinitesimal y por eso lím f(z) =0. Si {za} es sucesión 
2m0 


convergente a cero cuyos elementos son negativos, enton- 
ces eS] es sucesión infinita de términos negativos y por eso 


lím 2%. —0. Por consiguiente, lima, F(2)=1. 
na zet 
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3”. Discontinuidad de segundo género. El punto a se denomina 
punto de discontinuidad de segundo género si en este punto la función 
f (2) no tiene al menos uno de los valores límite unilaterales o si al 
menos uno de los valores límite unilaterales es infinito. 

Por ejemplo, consideremos la función / (z) = sen< (fig. 4.33)*. 


En el punto z = 0 esta función no tiene valor límite derecho ni 


Fig. 4.32 Fig. 4.33 


izquierdo. En efecto, consideremos las siguientes sucesiones de valo- 
res del argumento convergentes a cero por la derecha: 


a. 2 2 2 
a Ta? at S RA? 


y 
1 1 1 4 
T mo m oe 


Las sucesiones correspondientes do valores de la función y=sen £ 


tienen la forma siguiente: 
Lhi AB 
00:06 0; 


La primera de estas sucesiones tiene límite igual a la unidad 
y la segunda, igual a cero, Por consiguiente, en el punto z = 0, la 


función / (z) = sen £ no tiene valor límite derecho. Ya que sen 


= — sen £ , entonces esta función tampoco tiene valor límite iz- 


quierdo en este punto. 
La función y = ctg z es otro ejemplo de la función que tiene pun- 
tos de discontinuidad de segundo género (véase la fig. 4.25). Esta 


*) La fig. 4.33 es de carácter puramente ilustrativo. 


134 Cap. 4. Concepto de función 


función tiene discontinuidad de segundo género en cada uno de los 
puntos an, n=0, +1, +2, . 

2. Funciones continuas a trozos. Una función y = f (z) se deno- 
mina continua a trozos en el segmento la, bÌ si es continua en todos 
los puntos interiores de [a, b], excepto, tal vez, un número finito de 
puntos on los que tiene discontinuidad de primer género y, además, 
tiene valores límite unilaterales en los puntos a y b. La función 
se denomina continua a trozos en un intervalo o en la recta infinita 
si es continua a trozos en cualquier segmento que les pertenece. Por 
ejemplo, la función f(x) = [zJ*) es continua a trozos tanto en 
cualquier segmento como en la recta infinita. 


Complemento 
Demostración de la afirmación del p. 6 del $ 5 


En ol presente complemento se da la demostración de la afirmación del p. 
qa $5, Para mayor comodidad, enunciemos aquí esta afirmación en la forma 
siguiente. 

Existe y, además, es único un par de funciones S (x) y C (2) definidas sobre toda 
la recta infinita y que satisfacen las tres exigencias sigulentes: 

1°. Para cualesquiera números reales z', z” y z se cumplen las relaciones 


S (2 + z") = S (7') C (2) + C (2) S (2, 
Cr + z”) = C (2°) C (2°) — S (2°) S (2), 
S (2) + Ch) = 1 (4.590) 


S(0)=0, C(0)=1, ) 

a a 
s(ž)-+ c(+)- 

3° Para 0< 2< -$ son válidas las desigualdades 


0< S< z. (4.1) 


Dividimos la demostración de esta afirmación en dos partes, a saber, en 
primer lugar, demostremos la unicidad y después, la existencia de las funciones 
$ (z) y C (z) quo satisfacen lar exigencias 1°, 2° y 3%, 

1. Demostración de la unicidad. Para demostrar la unicidad es suficiente 
corciórarse de la validez de las dos afirmaciones siguientes: 

1) Las functones S (z) y C (z) que poseen las propiedades enumeradas son con- 
tinuas sobre toda la recta ni rica. 

2) Los valores de las funciones S (2) Z C (z) se determinan de un solo modo sobre 
cierto conjunto slempre denso de puntos de la recta infinita ***), 

En efecto, en virtud de la continuidad de las funciones S (x) y C (z), sus 
valores particulares en todo punto z de la recta infinita son iguales a sus valoros 


De 
(4.6) 


+8) Las fórmulas (4.5')— (4.7) se obtienen do las fórmulas (4.5) — (4.7) del 
p. 6 del $ 5 cambiando las denotaciones de las funciones sen z y cos z por S (z) 
y C(z), respectivamente. 
++) Un conjunto (z) de puntos de la recta infinita se denomina slempre den~ 
so en la recta infinita si en cualquier e-entorno de cada punto de esta recta existo 
un número infinito de puntos del conjunto (2). 


*) Recordemos Es símbolo [z] significa la parto entera del número z. 
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límite en este punto. Si consideramos una sucesión de valores del argumento con- 
vergente a z cuyos elementos pertenecen a dicho conjunto siempre denso de pun- 
tos, entonces las sucesiones cor dientes de valores de las funciones $ (z) 
y C (z), conforme a la afirmación 2) enunciada anteriormente, se determinan: 
tn solo modo, por lo que los límites do estas sucesiones también se determinan 
un solo modo. Pero estos límites son exactamente los valores particulares de las 
funciones S (z) y C (z) en el punto z. Por Fae m apeg las funciones S (z2) y 
C (x) se determinan de un solo modo sobre toda la recta infinita. 

1) Antes de pasar a la demostración de la continuidad de las funciones S (z) 
y C (z) deducimos algunas fórmulas. 

Poniendo z’ = z, z” = — z en las dos primeras relaciones de (4.5') y to- 
niendo en cuenta que S (0) = 0, C (0) = 1, ol ¡emos 


OSC tmay + Cle 8 (a y 
1=C (2)-C (—2)—S (2):S (—2). 


Multipliquomos las relaciones (4.14) por S (z) y C (z), respectivamente, y suma- 
poi ar (£44) adi A Di Aid 
obtenomos C (—2) == € (2). 

De manera completamento análoga, multiplicando las relaciones (4,44) 
por C (z) y — S (z), respectivamente, y su dolas, obtenemos S (— 2) = 
= — $ (z). De esto modo, C (z) es función par y S a impar *). 

Pero entonces, empleando primera fórmula de 


ss (5 (53%) e 


(4.44) 


y, análogamente, 
nes (14 
se=s (5 


=s ( 
+0 ($) (- 


rr 
xe (35) -<c( 
Restando término a término las dos últimas fórmulas, obtenemos 


) La función f (z) definida sobre la recta infinita se denomina impar si 


Ha) = — i (z) y por, si f (—z) =f(2). 
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La continuidad de $ (z) en cualquier punto x se desprende de la relación 
(4.15). En efecto, sea z cualquier punto de la recta infinita, y {zn} sucesión arbi- 
traria de valores del argumento convergente a z. Haciendo z' = z, 3° = zx, en 
(4.45), tendremos 


EEN ms 

Sins (=c (FHE) s (275). (4.16) 

En virtud do que S(z) es continua en el cero y S (0)=0, obtenemos que 
lm s ( ) =0. Puesto quo la sucesión {c (E32)) es acotada", 


el miembro derecho (y, por lo tanto, el izquierdo) de (4.16) tiene por su 
límite ol cero. Pero esto significa que lim S (za)= S (z), o sea, la función 
nao 


per 


S (z) es continua en el punto z. 
De manera análoga se demuestra la continuidad de la función C (z). Para 
hacerlo, en vez de (4.15) hay que deducir la fórmula 


C (2) —C (2) =—25 (55) s( 


2) Demostremos que los valores de las funciones S (z) y C (z) se determi- 
pan de un solo modoon los puntos p -Sy , donde p es número entero positivo 


o negativo y n es númoro entero positivo. Notemos que estos puntos forman un 
conjunto siempro denso de puntos de la recta numérica. Demostremos algunas pro- 
piedades do las funciones $ (z) y C (z). En primer lugar, demostremos que estas 
funciones son periódicas y llenen el perfodo 27%). En electo, poniendo z” = z + 
+ 2a y 2* = zen (4.15), obtonemos 


S (£+ 2a)—S (2) =2 C (1+1) S (1). 
Ya que s(9=s (P+F) = 28 ($) € (-5) -0, de la ultima relación 
so desprendo que 
S (2 + 2a) = S (2), 
o sea, la función S (z) es periódica y tiene el período 27. En particular, de aquí 
se desprende que $ (21) = 0. 


Poniendo z’ = z y z”, 2n en la segunda fórmula de (4.5'), y teniendo en 
cuenta que S (2n) = Ô, hallamos 


C (2 + 27) = C (2) € (2m). 
Como. C (2m) = 1 (es fácil convencorso de esto aplicando las fórmulas (4.5) 
primero para z’ = n/2 y z" — 1/2, y, después, para z' = 21 y z” = 11), se tione 
C{z+ 2m) = C (r). * 
De osto modo, la periodicidad de C42) queda también establecida. 
La propiedad do periodicidad de las funciones S (2) y C (z) permite limitar- 
nos, en nuestros razonamientos, al segmento [0, 21]. Determinemos ahora qué 
*) De la relación $3 (z) + C? (z) = 1 se desprende que | C (z) |< 1 para 
todos los z, de donde so deduco la acotación de la sucesión (c ( 2$-žn) } . 


*») La funcion.f (=) se denomina periódica de período a > O si para cualquier 
z es válida la relación /(2 + 0) = } (2). 2 A 
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signos tienen los valores de las funciones S (z) y C (x) en distintos puntos de 
este segmento. De (4.6), (4.7) y la continuidad de S (z) so desprende que en el 
segmento 10, 1/2) los valores de la función S (z) son no negativos con tal que en 
este segmento la función S (z) so anula solamente en el punto z = 0. Como 
S(n—2)=8S(MC(-0)=C(M5()% y SaDo, Cae i, se 
tiene S (n — z) = S (z). Por eso, en el segmento [1/2, x] los valores de la 
función S (z) son no negativos con tal que en este segmento la función S (2) 
se anula solamente en el punto 7 = a. De la fórmula $ (21—-2)= — S (2), que 
se obtiene análogamento a la fórmula S (1 — z)= S (z), se desprende queenel 
segmento [x1, 2a] los valores de la función S (z) son no positivos con tal que la 
función $ (z) se anula solamente en los extremos de este segmonto. Realizando: 
razonamientos completamente análogos podemos convencernos de que la fun- 
ción C (x) es no negativa on los segmentos 10, 2/2] y (37/2, 25) y no positiva en 
el segmento [/2, 3/2], y se anula solamente en los puntos 1/2 y 31/2. 

Para terminar de demostrar la unicidad de las funciones S (2) y C (2) nece- 
sitaremos algunas fórmulas. Pasamos a su deducción. En primer lugar, note- 
mos que do (4.5”) so desprenden las fórmulas siguientes **); 


(A, a (pjp um 


Poniendo on estas fórmulas z= "+ z" y aplicando otra vez las fór- 
mulas (4.5'), obtenemos las relaciones que nos interesan 
LCN C (+5 ENS aN 


ae) ente 


aer y 140 a) C (r) sS (29 $ (2) 
(eur) Manises, 


Estas fórmulas muestran que sí son conocidos los valores de las funciones 
S(2) y C(z) en los puntos z’ y 7°, entonces los valores de estas funciones 


en el punto 22 so determinan de un solo modo puesto que de los razona- 


mientos aducidos anteriormente se desprende quo sabemos los signos de las fun- 
ciones S (z) y C (xz) en todo punto del sogmento (0, 21] y, por consiguiente, en 
cualquier punto z dela recta numérica eo virtud de su periodicidad de 2%, Par- 
tiendo de los valores do S (z) y C (2) conocidos y determinados de un solo modo 
en los puntos 0, 1/2, x, 2x del segmento [0, 2x] y aplicando las fórmulas que ac 
bamos de obtener, podemos calcular de un solo modo los valores de estas fun 
nes en todos los puntos de tipo pn/2n del segmento 10, 2a] (p y n son números 
entoros no negativos con tal que p< 21*1, Puesto que el conjunto do puntos de 
tpo pn/2" es denso on el segmento 0, 2a}, entonces, en virtud do lo que hemos 
dicho al paperer, la demostración de la unicidad, las funciones S (z) y C (2) 
están definidas sobre toda la recta numérica do un solo modo. 

2, Demostración de la existencia. Demostremos la afirmación más gonoral. 

Existen las funciones S (x) y C (7) definidas y continuas sobre toda la recta 
numérica que satisfacen las ezigencias: 


*) Esta fórmula se desprende de la primora fórmula de (4.5') y del carác 
ter impar de la función S (z). 

*») Baste tomar x” * = +12 en la segunda fórmula de (4.5) y x/2 en 
vez de z en la tercera. 
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1%. Para cualesquiera números reales 2", z” y z se cumplen las relaciones 


S (2 +2) = S (2) C(2)+C(2) S (2), 
Cl + 2°) = C (z') C (2°) — S (1) S (2), } (4.51) 

2. St (z) + Cir) 1. 
SO =0, c0 = 1, usy 


S (d) = 1, C (d) = 0, 


donde d es cierto número positivo dado. 
3°. Ezisle un número positivo L tal que, para O < z < d, son válidas las de- 
sigualdades 


0< S (1) < Lr (4.7) 


con tal que si d = n/2, entonces L = 4, 
DEMOSTRACION. Prin , determinemos los valores de las funciones $ Y 
C (x) sobre el conjunto {s} de puntos del segmento (0, d], cada uno de los cuales 


puede representarse en forma de s = donde p y nson números enteros no ne- 
gativos con tal que p < 2”, Determinemos de antemano los valores de estas fun- 
nes en los puntossp = zg, a = 0, l, ... Ya que sne 
pleando las fórmulas (4.17), se puede poner 


Stm=s (2)=+y/ EZ, 


y Za, 


Empleando las fórmulas recurrentes (4.18), de la relación C (4) =C ($) = 


elpa O so determinan los valores de $ (z) y C (x) en todos los puntos 
än = d/2%. Adicionalmente a dichos valores de S (z) y C (z) en los puntos s, 
determinemos los valores de estas funciones en los puntos Ô y d de la misma 
manera como se hace en (4.61). 

Ahora pasemos a dolerminar los valores de S (z) y C (2) en todos los 


puntos del conjunto (s) s=Ẹ¢, p y n son números enteros no negativos, 


p< 2%. So sabe que cualquier número positivo entero puede representarse de un 
solo modo en forma de la suma de potencias enteras del número 2*): 


a 
p= È arien, 
E 


donde a; es igual ora a cero ora a la unidad. Por eso, 


= P entonces, em- 


(4.48) 


Cinde (P)= 


(449) 


2), En el sistema de numeración binario el número entero p se representa de 

un solo modo como símbolo compuesto de ceros y unidades. Este símbolo es de- 

notación breve del número p en forma de la suma de potencias del númoro 2. 
$4) Véase la nota en la pág. 50. 
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De esto modo, todo valor de s es representable en forma de la suma finita de los 
números s;, para cada uno de los cuales los valores S (s;) y € (s;) fueron determi- 
nados anteriormente, Ahora, empleando las fórmulas (4.5%, podemos determi- 
nar los valores de S (z) y C (z) en los puntos del conjunto {s}. Además, debemos 
cerciorarnos de que, aplicando sucesivamente esas fórmulas, logamos a) mismo 
resultado indopendientemente del modo do agrupar los punandos s; en la fór- 
mul F 


Por ejemplo, podemos tomar s=="-+=", dondo 2"=0,s, y °= Y) aisi 
4=2 
y después calcular $ (s) por la primera fórmula de (45%). Pero se puede tomar 


también 2'=0,5,-+0y% y 2=))) ası. Para cerciorarse de que la aplicación 
m 
sucesiva de Jas fórmulas (4.51) produce un mismo resultado independientementọ 
dol modo de agrupar los sumandos sç on la suma (4.19), es suficiente que tengan 
Jugar las relaciones 


SU Sl H a Han 
y 
CUL + rh Harl Cl (el. 


La validez de estas relaciones se demuestra directamente por medio de la 
doble aplicación de las fórmulas (4.5%). 

Ahora cerciorémonos de que las funciones S (s) y C (s) definidas sobre ol 
conjunto (s) poseen la propiedad 1° en esto conjunto, Sea que s. s” y s +. 
portonecen a dicho conjunto. Representemos a”, s” y s' + s” en forma do las su- 
mas (4.19). Agrupando los números są (que ran s ta 
que los s, restantes tengan índices diferentes, llegamos al 
Sn que tiene la forma de (4.19) para el número s” + s”. Al 
mostrado que el resultado del cálculo de $ (s) o C (s) suma de varios argu- 
mentos no depende del modo de agrupar sumandos de esta suma. Por consi 
to, si s’, s” y s’ + s” pertenecen al conjunto (+), entonces los valores de 
Cs) calculados en estos puntos satisfacen las dos primeras relaciones (4: 
No es difícil convencerse de la validez de la tercera relación de (4,51) para los va- 
Jores mencionados del argumento. En efecto, de la definición de S (2) y C (z) 
en los puntos O y d se desprende que SOON 1 SO CO md 
De las fórmulas recurrentes (4.18) se desprende la validez de la relación $? (sn) + 

-+ C* (sn) = 1 para todos los s, y de la fórmula quo se demuestra directamente 


Sw a) + Cia + 27) = 


= (S? (1) + C? (1")) (S° (27) + C (2) 


se desprende la validez de la relación 5* (s) + C? (s) = 1 para todos los puntos 
dol conjunto {s}. 
Mostremos ahora que para todos los puntos del conjunto {s} diferentes de 0 
y d son válidas las desigualdades 
0<5S()<1, 0<C(<1% (4.20) 


Valiéndose de la inducción demostremos la validez de las desigualdades 
(4.20). Para hacerlo, a todo n le ponemos on correspondencia un grupo de ele- 
mentos del conjunto {s}, incluyendo en este grupo todos Jos elementos de {s} 


que pueden representarse en la forma 24, donde 0<p<2% y p es nú- 


y 


*) Recordemos los puntos O y d los valores de $ (s) y C (s) se definen 
e a T x i i 
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mero impar. Los elementos de este grupo so denominarán elementos de orden n. 
Todo elemento de orden n -+ 4 está situado entre dos elementos consecuentes 


cuyo orden no es mayor de z y que se diferencian uno de otro en; , O ses, en sp. 


El primer elemento de orden n + 1 es igual a s„+1. Todos los demás elementos 
de ordon n +1 pueden obtenerso al sumar diferentes $ do orden n a sapi, Cal- 
culemos los valores $ (5) y C (5) (s, es el único valor de s de orden 1). De (4.48 
tonemos S (s,) = V172 y C (s) = V172. Do este modo, para los elementos del 
primer grupo las desigualdades (4.20) tienen lugar. Ahora admitamos que les 
desigualdades (4.20) tienen Jugar para todos los elementos de orden 10. Supo- 
Fiora n. 

Entonces, en virtud do la primera fórmula de (4.5), en todos los puntos de 
orden n + 1 los valores de $ (5) son positivos, y, en virtud de la tercera fórmu- 
la de (4.51), estos valores no son mayores de la unidad. Tomando z” = d, 1” 
= —s en la primera fórmula de (4.! » teniendo en cuenta el carácter par de 
la función C (s), hallamos quo € (s) =$ (d — s), y, por eso, para C (s) son vá- 
lidas las desigualdades (4.20) la los valores s de orden n + 1, puesto que si s 
tiene orden n + 1, entonces s tione también orden n + 1. Empleando li 
inducción, de aquí se desprende que para todos los puntos del conjunto (+) d 
ferentes de 0 y d son válidas las desigualdades (4.20). 

Demostremos que las funciones S(s) y C(s) definidas sobre el conjunto (5) 
son monótonas sobre este conjunto. A saber, mostremos que S(s) es función 
creciento y C(s), decreciente. Sea 0< s’ <s” <d. Entonces TES y L 


se comprenden estrictamente entre 0 y d. De la fórmula (4.15) y de las desigual- 
dades (4.20) se despronde que S (s") > S (s). Por consiguiente, S (s) es función 
creciente, De la relación C (s) = S (d — s) se deduce que C (s) es función decro- 
ciente sobro el conjunto (s). 

Demostremos ahora que las funciones S (s) y C (s) definidas sobre el conjunto 
siempre denso (2) de puntos del segmento 10, dl tienen valor limite en todo punto 
del segmento [0, dl. 

E, Primer lugar, consideremos, la sucesión (sn) y, mostremos, que 
lím $ (sn)=0 y lím C(sp)=1 (la existencia de estos límites se desprendo 
no new 


de la monotonía y la acotación de S (s) y C(s) sobre el conjunto fs)... Para 
S 
demostrar consideremos la sucesión {5}, doode ¿(95)= H De 


(4,18) tenemos 
25 (sns) C (Sne) = V1— CT n) =S (sn) 
y 
C (in) =C (inr) 8" (ensa) < C? (snaa). 
Por eso, 
tlen) S (en) 25 (ena) Clónes)_ £ (8025) Cln) lna) 
ICO e =p Ci a 


Así pues, He > tl y EL >0 para cualquier n, o sea, la sucesión 


tlen) } es decreciente y acotada. Según el teorema 3.15, tiene límite que se 
in 

denotará mediante L: 

(424) 
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Ya que sn — 0 cuando n — co, entonces lim £(sh)=0, y, por eso, on virtud 
meo 
del carácter acotado de la función C (s) véase (4-20) 
lím S (sp)= lím (£ (6n) C (sn) 0. (4.22) 


Puesto que C(s)>0, de (4.22) y la relación S? (sn)+C* (sn) =4 se desprende 
que 
lim C(sp)=4. (4.23) 
noo 


Notemos que de (4.21) y (4.23) se desprende que 
ün Eag, 420 


Ya que Sen) 2S Cng) C lema) 2 c Slad , entonces la sucesión [££m) 
rece. Por eso, de (4.24), y (4.24) tenemos 
— <L< = 


S (Sn) < L'sn < t (sn). (4.25) 


Sea {sh} cualquier sucesión convergente a cero de valores s del conjunto {s}. 
Es obvio que para cualquier n se puede indicar un número k tal que 0< s%<sy. 
De aquí, en virtud de la monotonía de S(s) en el conjunto {s}, tenemos 
O< S (sk) < S (sa). Por eso, de (4.22) se desp: le que lím S (sh) =0. 


Demostremos ahora que la función S (+) definida sobre el 
tiene valor límite en cualquier punto z del segmento (0, d). Sea {sh} sucesión 
monótonamente creciente convergente a z de elementos del conjunto (1). 
que ($ (s;)) es sucesión acotada creciente, entonces existe el límite lím S (s) 

no 


que se denotará por S(z). Sea (sh) cualquier sucesión convergente a z de 
cementos del conjunto (+) (4 + 2). Entonces la sucesión (| FË|} tico 


límite igual a cero. Sogún lo demostrado, lim $ {£ |)-0. De (445) 


y la acotación de la función C (s) tenemos 
Mn 15 (6056) I= lim c (EF) s (3 
En otras palabras, lím S (s;)=5S(=). En virtud de la arbitrariedad de 


la sucesión ($), esto significa la existencia del valor límite de la función 
S(s), definida sobre {s}, en todo punto z del segmento (0, d]: 


lím sS(9) = S$ (2). 


*) Recordemos que {s} es conjunto siempre denso de los puntos del sog- 
mento (0, dl. 
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De la relación S? (s) + C3 (s) = 1 y del carácter no negativo de la función 
E fe} sobro el conjunto (s) se desprende la existencia del valor limito do la fun- 
ción C (s) en todo punto dol segmento [0, d). Denotaremos el valor límite do 
esta función en el punto z medianto el símbolo C (2). 

Dejinemos ahora los valores de las funciones S (7) y C (1) en todo punto del 
segmento [0, dl como valores límite en el punto z de las funciones S (s) y C (5) defi- 
nidas sobre el conjunto {s}. Demostremos que las funciones S (2) y C (2) así de- 
finidas poseen las propiedades 1° y 2? de la afirmación enunciada al comenzar la 
demostración de la existencia de las funciones S (z) y C (z). Primero, argumente- 
mos que las funciones S (z) y C (z) definidas del modo mencionado anteriormen- 
to en el sogmento [0, di son monótonas y continuas sobre este segmento. En primer 
lugar, demostremos que si zes cualquier número del segmento (0, d] y 5’, s” son 
cualesquiera números dol conjunto {s} quo satisfacen la desigualdad s < + <>. 
entonces S (s') < S (MD < S (°), C(9) > C (7) > C (s). Argumentomas, por 
ejemplo, que S(s) < S (2) (las desigualdades S (2) < S(s) y CÀ) > 
> C (2) > C (s”) se demuestran análogamente). Sea (sn) sucesión creciente (y 
convergente a z) de valores del conjunto (s), todos elementos ss, de la cual sa- 
tisfacen las desigualdades s’ < s4 < z. Ya que sobre el conjunto {s} la función 
$ (s) crece, la sucesión {S (s) — S (s')) crece y tiene elementos positivos. Por 
eso ol límite $ (z) — S (s')*) de esta sucesión es positivo. Do este modo, S (s') < 
< $ (2). Demostremos ahora que la función $ (z) crece en el segmento (0, dl (de 
manera análoga se domuestra el decrecimiento de la función fe en este seg- 
mento), Sean z y z” cualesquiera dos números del segmento [0, d] que satisfacen 
la desigualdad z’ < z”. Si s’ es cierto número del conjunto fs) comprendido 
entre z’ y 2”, x' <s < z", entonces, según lo demostrado, $ (x') < $ (s') y 
Ss e) < S (z°), o sea S (2) < S (z°). La monotonía de la función S (z) sobre 
[0, d) queda demostrada. Antesde pasar a demostrar la continuidad de las funcio- 
nes S (2) y C (2) argumentemos que los valores límite de las funciones S (s) y C (3) 
en los puntosdelconjunto (s) coinciden con los valores de estas funciones en los pun- 
tos correspondientes del conjunto {s}. 

Consideremos un número arbitrario s del conjunto fs) y dos sucesiones con- 
vergentes a s (sh) y (sa) de elementos del conjunto fs} tales que sí < è < sh- 
En virtud de la monotonía do la función $ (s) subro el conjunto (s), son válidas 
las desigualdades S (s4) < S (9) < S (s5)*"). Ya que lim S(s) = 


= lím S (s) y dichos límites son igualos al valor limite de la función S (s) 
en ol punto s, entonces la afirmación que acabamos de enunciar queda demostra- 
da. Ahora, corciorémonos de que las funciones $ (z) y C (z) son continuas en todo 
punto del segmento (0, dl. Para ello, basto argumentar que estas funcionos son 
continuas en todo punto z de dicho sogmento por la rue y por la derecha, 
son cóntinuas por la derecha en el ps © y por la izquierda en el punto d (véase 
Ja observación del p. 1 del $3), Para mayor precisión, demostromos la conti- 
muidad por la izquierda de la función $ (z) en el punto z del segmento [0, d] 
(la continuidad por la dorecha y la continuidad de € (+) se demuestran análoga- 
mento). 

So (ej ) cierta sucesión (convergente a z por la izquierda) de números del 
conjunto {s}. Como ma S (55) = S (z), para cualquier e > 0 se puede in- 
dicar un elemento sý de esta sucesión tal que, para él, 0 < S (2) — S (45) < e. 


Consideremos ahora una sucesión arbitraria {zn } convergente a z por la izquierda. 
Sea N número partiendo del cual se cumplen las desigualdades sí < zn < z. 


*) Puesto que lím S(s) = S (z), y S (s') es número fijado, entonces 
lim [5 (5) — SU =S()—S(). 
) Para precisión demostramos esta afirmación para la función $ (z). 


Complemento 143 


Dofínemos ahora las funciones S (2) y C (=) on el segmento ar emplean: 
lo a aplicar 


como resultado las funciones continuas sobre toda la recta lo 
Demostremos que las funciones S (z) y C 5] satisfacen las exigencias 1?, 2° 

y 3* de la afirmación enunciada al comenzar 

Observomos quesi s’, s”, s’ -+ s” y s pertenecen al conjunto OR segmento [0, dl, 

entoncos para estos valores del “argumento las fórmulas (4. 


epitiendo 
s para to: 
dos los valores del argumento de la recta infinita quo tienen la forma do pd/2n 
donde p y n, son cualesquiera números enteros. Puesto que estos valores dol ar- 


| 
5 


gusis ye 
válidas las desiguala: 5) < LY y 0< S(s") < Ls”, ontoncos en 
virtud de la primera fórmula do ON) y las desigualdades (4.20), se cumplen 


+. Em- 
la fórmula (4.19) y las desigualdados 420 y (4.25), 
as 


tracción S (s8) = S (fn), y, por eso, lim SGD- tim Cd e 
(yénso (4,24). Eligiendo k = 1/L, sobre el sogmento (0, d*] dofinemos las fun- 
clones $ (z) y C (z) de tal modo que se cumplan las dí dades 0 < S (1) < z. 

Los razonamientos geométricos muestran que si d = 1/2, entonces 25 (sn) 
es la longitud de un lado del 2"-6gono regular inscrito en la circunferencia de ra- 
dio 1, 2s, os la longitud de un arco de la circunferencia subtendida por la cuerda 
de longitud 25 (sp), y 2t (5 ). la longitud de un lado dol 2n-ágono regular circuns. 
crito alrededor de esta circunferencia. En este caso, las dosigualdades (4.25) 
tienen la forma S (sn) < fp < £ (Sn). Por eso, en dicho caso, L = 1. La afirma 
ción queda completamente demostrada. 


*) Véase la nota en la pág. 135. 


Capítulo 5 
FUNDAMENTOS DEL CALCULO DIFERENCIAL 


En este capítulo introducimos los conceptos de derivada y de 
diferencial, se definen las reglas de diferenciación, se calculan las 
derivadas de todas las funciones elementales más simples que hemos 
dado a conocer en el cap. 1. Después se consideran las derivadas y las 
diferenciales de órdenes superiores. 


$ 1. Derivada, Sus interpretaciones física y geométrica 


1. Incremento del argumento y de la función. Forma de diferen- 
cias de la condición de continuidad. Sea una función y= j (x) defi- 
nida sobre cierto intervalo *) (a, b). Fijemos cualquier valor z de 
dicho intervalo y, en el punto z, demos al argumento un incre- 
mento Az tal que el valor z + Az pertenezca también al interva- 
lo (a, b). Se denominará incremento de la función y = f (2) en el 
punto z, correspondiente al incremento del argumento Az, el número 


ây = f (z + Az) — j (2). (5.1) 


Así, el incremento de la función y = sen z en el punto z, corres- 
pondiente al incremento del argumento Az, es igual a 


Ay= sen (z-+Az)—senz=2c08 (14-22) sen HE. (5.2) 


Tiene lugar la siguiente afirmación: para que la función y = f (z) 
sea continua en el punto z es necesario y suficiente que el incremento Ay 
de esta función en el punto z, correspondiente al incremento del argu- 
mento Az, sea infinitesimal cuando Az— 0. 

En efecto, por definición, la función y = f (z) es continua en el 
punto x si existe el valor límite 


lím [(24+42)=/(2). (5.3) 
par 


En virtud del p. 3 del § 2 del cap. 4, la existencia del valor límite (5.3) 
es equivalente a que la función [/ (z + Az) — f (2)] del argumen- 
to Az es infinitesimal cuando Az— 0. 

La afirmación demostrada permite expresar la, condición de 
continuidad de la función y = f (z) en el punto z en forma nueva, 


*) En vez del intervalo (a, b) se puede considerar el segmento [a, b], semi- 
rrecta, toda la recta infinita y, en general, cualquier conjunto {z} denso en sí. 
La definición del conjunto €z} denso en sí'se da a conocer en el $ 3 del cap. 2. 
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asaber: la función y = j (2) es continua en el punto z si el incremento Ay de 
esta función en el punto z, correspondiente al incremento del argumento 
Az, es infinitesimal para Az-> 0, o sea, si 


lím Ay=lím [f (z + âz} —f(2)]=0. (5.4) 
azt Ax=0 


La condición (5.4) se denominará jorma de diferencias de la condición 
de continuidad de la función y=] (z) en el punto z. Esta condición 
se emplea mucho a continuación, 

Valiéndose de la condición (5.4) volvamos a cerciorarnos de 
que la función y=senz es continua en todo punto z de la 
recta infinita. En efecto, de la fórmula (5.2), la condición 


Az a a Ar 
008 (z+ 5 st y la igualdad lím sen = 0 se despren: 
de directamente que lím Ay=0. 
o 


Axa 

2. Definición de la derivada. Continuemos empleando para la 
función y = f (z) las suposiciones y designaciones enunciadas en el 
punto anterior. 

Teniendo en cuenta que Ar 0, consideremos, en un punto 
fijado x, la razón entre el incremento Ay de la función en este punto 
y el incremento correspondiente del argumento Az 


Ay _ 1480 1(9 
e 65 


La razón (5.5) se denominará relación de diferencias (en el' punto 
dado z). Puesto que el valor z se cree fijado, la relación de diferen- 
cias (5.5) es función del argumento Az. Esta función está definida para 
todos los valores del argumento Az pertenecientes a cierto entorno 
bastante pequeño del punto Az = 0, excepto el propio punto Az == 0. 
De este modo, tenemos derecho de considerar el problema do la 
existencia del límite de dicha función cuando Az— 0. 

Definición. Se denomina derivada de la función y = f (z) en el 
punto fijado x el límite de la relación de diferencias para Ax— 0, (5.5) 
(observando la condición de que este límite ezista). 

La derivada de la función y = f (z) en el punto z se denotará 
por el símbolo y (z) o f' (x). Así pues, por definición, 

p im 3% — dim LEAI 
z) == —= ía — M. 5.6) 
reaala Sa po 
Notemos que si la función y = f (z) está definida y tiene derivada 
para todos los z del intervalo (a, b), esta derivada será función de la 
variable z también definida sobre el intervalo (a. b). 

3. Derivada desde el punto de vista físico. Ya en el cap. 1 hemos 
introducido el concepto de derivada, partiendo de los razonamien- 
tos físicos. Aquí volvemos a estudiar las aplicaciones físicas del 
conceplo de derivada. 


10—807 
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Ante todo, supongamos que la función y = f (z) describe la ley 
del movimiento del punto material por la línea recta (es decir, cómo 
depende el camino y, recorrido por el punto material del origen de 
referencia, respecto del tiempo z). Entonces, como se sabe, la rela- 
ción de diferencias (5.5) define la volocidad media del punto en el 
intervalo do tiempo de z a z + Az. En este caso, la derivada f’ (2), 
es decir, el límite de la relación de diferencias (5.5) para Az— Ô, 
define la velocidad instantánea del punto en el momento de tiempo z. 
Así pues, la derivada de la función que describe la ley de movi- 
miento define la velocidad instantánea del punto. 

Para que uno no tenga la idea de que el concepto de derivada se 
usa amplismento sólo en la mecánica, daremos ejemplos de aplica- 
ción del concepto de derivada en otras ramas de la física. 

Sea que la función y = f (z) determina la cantidad de eloctri- 
cidad y quo pasa por la sección transversal de un conductor en el 
tiempo z. (El momento de tiempo z = O se toma por el origen de 
referencia). En este caso, la derivada j’ (z) determinará la intensidad 
de la corriente que pasa a través de la sección transversal del conduc- 
tor en el momento de tiempo z. 

Luego, consideremos el proceso de calentamiento de un cuerpo. 
Supongamos que la función y = f (z) determina la cantidad de ca- 
lor *) y que hay que comunicar al cuerpo para calontarlo de 0° a 2°. 
Entonces, como se sabe del curso de la física elemental, la relación 
de diferencias (5.5) determina la capacidad calorífica media del cuer- 
po al calentarlo de z° a (z + Az). En este caso, la derivada f' (2), 
o sea, el valor límite de la relación de diferencias (5.5) cuando Az» Ô, 
determina la capacidad calorífica del cuerpo para la temperatura dada z. 
Notemos que, hablando en general, esta capacidad calorífica cambia 
al variar la temperatura z. 

Hemos considerado ejemplos cómo se aplican los conceptos de 
derivada en tres distintas ramas de Ja física. Al estudiar el curso 
de la física general el lector encontrará numerosos ejemplos de apli- 
caciones del concepto de derivada. 

4. Derivada desde el punto de vista geométrico. En el $ 2 del 
cap. 1 hemos considerado el problema de hallar la tangente a la 
curva que es la gráfica de la función y = f (z) (en un intervalo (a, b)). 
Allí hemos dado la definición de la tangente a la curva en el punto 
M (z, f (z)) de esta curva. (Aquí z es un valor del argumento en el 
intervalo (a, b). Véase la fig. 5.1). Si mediante Az denotamos un 
incremento arbitrario del argumento y mediante P, el punto de la 
curva con las coordenadas (z + Az, f (r + Az), entonces, la tan- 
gento que pasa por el punto M de la curva dada se define como 
a posición límite de la secante MP cuando Az— 0. En la fig. 5.1 
podemos ver que el coeficiente angular de la secante MP (o sea, la 


+) Expresada, por ejemplo, en calorías. 
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tangente del ángulo de inclinación de esta secante al eje Oz) es igual 
a la relación de diferencias (5.5). Empleando este dato y el hecho de 
que, pasando al límite para Az— 0, el ángulo de inclinación de la 
secante debe transformarse en el ángulo de la tangente, en el $ 2 
del cap. 1 hemos deducido basándose en razonamientos demostra- 
tivos que la derivada f’ (z) es igual al coeficiente angular de la tan- 
gente al gráfico de la función y = f (z) en el punto M. 

En el presente punto precisemos los razonamientos demostrativos 
mencionados, Al suponer que la función y = f (z) tiene la derivada 


Fig. 5.1 


a el punto dado z, demostremos: 1) que el gráfico de la función 
f (2) tiene la tangente en el punto dado M (z, 7 (2)), 2) que el 
cosficionte angular de dicha tangento es Igual a f (3. 
Domostremos las afirmaciones 1) y 2) simultáneamente. Denote- 
mos el ángulo de inclinación de la secante MP al eje Oz por el sim- 
bolo q (Az). Como el coeficiente angular de la secante MP (o sea, 


tg p (Az) es igual a 22, se tiene 


p(42)=arctg 2 (5.7) 


para cualquier Az bastante pequeño y distinto de cero. De la existen- 

cia de la derivada f’ (z), es decir, de la existencia del valor límite 
lim, $ = f' (2), y de la continuidad de la función u = arctg 2 
ax 

para todos los valores del argumento se desprende la existencia del 


valor límite de la función (5.7) en el punto Az = 0 y la igualdad 
Jim p(4z)= lím y arctg ¿E = arctg 1). (5.8) 
La igualdad (5.8) demuestra la existencia del valor límite del ángulo 


de inclinación de la secante MP (para Az— 0), o sea, demuestra 
10% 
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la existencia de la tangente en el punto M. Además, de la igual- 
dad (5.8) se desprende que si denotamos el ángulo de inclinación 
de la tangente por Po, entonces q, = arctg /' (2), es decir, tg Po = 


z). 
5. Derivadas derecha e izquierda. Observando la completa ana- 
logía con los conceptos de valores límite derecho e izquierdo do una 
función se introducen los conceptos de derivadas derecha e izquierda 
de la función y = f (z) (en el punto dado z). 

Definición. Se denomina derivada derecha (izquierda) de la junción 
y = f (2) en el punto fijado z el valor límite derecho (izquierdo) de la 
relación de diferencias (5.5) en el punto Az = 0 (observando la condi- 
ción de que este valor límite exista), 

La derivada derecha de la función y == f (x) en el punto z suele 
nia por el símbolo f’ (z + 0) y la izquierda, por el símbolo 
f (£ — 0). 

Si la función y = f (z) tiene derivada en el punto z, ella tiene 
en este punto las derivadas derecha e izquierda coincidentes entre sí. Si 
la función y = f (x) tiene derivada tanto derecha como izquierda en el 
punto z, y si dichas derivadas coinciden entre sí, entonces la función 
y = f (z) tiene derivada en el punto x Al mismo tiempo, existen 
las funciones que, en el punto dado z, tienen la derivada, tanto dere- 
cha como izquierda, pero no la tienen en dicho punto. Puede servir 
de ejemplo la función 


(2)=1=1= 


+z, siz>0, 

—r, six<0. 

En el punto z=0 esta función tiene la derivada derecha igual a 
âr 


lím = —1, pero no 
Ar=040 ÔF . 


tiene derivada on el punto z=0. 


6. Concepto de derivada de la función vectorial. En el análisis, matomá- 
tico y sus aplicaciones se encuentran con frecuencia los conceptos do la función 
vectorial y de su derivada. 

“Si a iodo valor de la variable t de cierto conjunto(£) se le pone en correspon- 
dencia, según una ley conocida, un vector determinado a, entonces se dice que sobre 
el conjunto {t} está prefijada función vectorial a == a (f). 

'a que on el sistema rectangular cartesiano dado todo vector a so deter- 
mina univocamento por tres das z, y y z, entonces la definición de la 
función vectorial a = a (f) equivale al definir tres funciones escalares z = z (£), 
v= y(i) y :=x(0, i 

Él concopto de función vectorial se bace especialmente demostrativo si 
examinamos el llamado hodógrafo de esta función. 

Se denomina hodógrafo el lugar geométrico de los extremos de todos los 
tectores a (4) que partes dol origen de coordenadas O. En la fig. 5.2, la curva L 
es hodógrato de la función vectorial a = a (t). 


*) Esta afirmación se desprende de la afirmación correspondiente para los 
valores límite derecho e izquierdo de la función (véase la observación del p. 1 
del $ 2 en el cap. 4). 


1 y la izquierda igual a lím 2 
ax=0-0 


5 1. Derivada Sus interpretaciones 149 


El concepto de hodógrafo de la función vectorial es la generalización del 
concepto de la gráfica de la función escalar. 

Introduzcamos el concepto de derivada de la función vectorial a (£) en el 
punto fijado t. Con este fin demos al argumento £ un incremento arbitrario 
At Æ 0 y consideremos el vector 5a = a (t -+ ât) —a (f) (on la fig. 5.2 el vec- 
tor moncionado coincide con el vector MP). Multiplicando dicho vector por 
el número 1/At, obtenemos nuevo 
vector 


as + la ((-8)—a (0), (55% 


colineal al anterior. El vector (5.5%) 
es análogo a la relación de diferencias 
(65), Notemos que el vector (5.5%) es 

velocidad media de variación de la 
función vectorial en el segmento 
ll, 24 Atl. 

Se llama derivada de la función 
vectorial a = a (t) en un punto fijado 
t el límite de la relación de diferencias 
(5.5%) cuando At — 0. 

La dorivada de la función vecto- 
rial a(t) se denota por el simbolo Fig. 5.2 

, la 
a (ho q. 

Empleando razonamientos geométricos es obvio que la derivada de la fun- 
ción vectorial a == a (1) es vector tangonte al hodógrafo de esta función. 

Puesto que las coordenadas de la relación de diferencias (5.59) son, respec- 
tivamente, iguales a 


zitat)  yU+A0—v zetan al 
Ar d de 4 


está claro que las coordonadas de la derivada a” (t) son iguales a las derivadas 
de las funciones æ’ (f), y (1), Y (0). De este modo, el cálculo do la derivada de la 
función vectorial se reduce al cálculo de las derivadas de sus coordenadas, 
OBSERVACIÓN 1. Puesto que la función vectorial a = a (t) determina la ley 
del movimiento del punto material por la curva £ que es hodógralo de esta 
función, la derivada a” (t) es igual a la velocidad del movimiento por dicha curva. 
OBSERVACIÓN 2. Sahomos quo on la geometría analítica hay varios tipos de 
productos de vectoros (producto escalar, producto vectorial y producto mixto). 


Empleando la representación en coordenadas de todos estos productos se hace 
osible formular reglas para calcular las derivadas de los productos correspon- 
lentes de ciones vectoriales. A título de ejemplo, aducimos la regla para 


calcular la derivada del producto escalar de dos funciones vectoriales a (t) = 
o a O) Y OS A. dato, bs (O): 

fa (t) b (HY a’ (t) b (4) +a (9 b’ (t) (t) b (9 + 

+ a; (t) ba (t) + aj (t) ba (09) + tar (2) bi (1) + as (t) bi (1) + as (t) b5 (1)). 


La regla análoga es también vi 
vectoriales: 


ida para el producto vectorial de dos funciones 


la (1) b (9]' = la" (9 b (0) + fa (t) b' (0). 
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$ 2. Concepto de diferenciabilidad de la función 


1. Concepto de diferenciabilidad de la función en un punto dado. 
Sea la función y = f (z) definida sobre un intervalo (a, b) como en 
los pp. 1, 2 del párrafo anterior y sea que mediante el símbolo z se 
denota cierto valor fijado del argumento de dicho intervalo y me- 
diante el símbolo Az, cualquier incremento del argumento tal que 
el valor del argumento z + Az pertenece también a (a, b). 

Definición. La función y = f (zx) se denomina diferenciable en el 
punto dado z si el incremento Ay de esta función en el punto x, corres- 
pondiente al incremento del argumento Az, puede representarse en la 
forma 


Ay = A Az + «bx, (5.9) 


donde A es un número independiente de Az y a, función del argumento 
Az que es infinitesimal cuando Az —+ 0. 
hsorvemos que la función a (Az) puede tomar un valor, cual- 

quiera que sea, en el punto Az = 0 (además, en este punto sigue sien- 
e AS representación (5.9). Para la precisión, se puede hacer 
a (0) = 0*). 

Ya que el producto de dos infinitesimales a Az es infinitesimal 
de orden superior que Az (véase el p. 3 del $ 2 del cap. 4), es decir, 
a Az = o (Az), la fórmula (5.9) puede escribirse en la forma 


4 Ay = A Az + o (Az). 


Teorema 5.1. Para que la función y = f (x) sea diferenciable en el 

punto dado z es necesario y suficiente que tenga derivada finita en este 
unto, 

PA icovimación. 1) necesiaD. Sea la función y = f (z) diferencia- 

ble en el punto dado z, o sea su incremento Ay representable en este 

punto en forma (5.9). Al suponer que Az + O y al dividir la igual- 

dad (5.9) en Az, obtenemos 


Z =A. (5.10) 


Do la igualdad (5.10) se desprende la existencia de la derivada, 
es decir, del valor límite lím ¿2=4. 
amo 
2) suriciencia. Sea que la función y = f (z) tiene derivada finita 
en el punto dado z, es decir, existe el valor límite 
lim 32 =f (2). (5.11) 


Az=0 


+) Además, ol valor particular de la función «a (Az) en el punto Az = 0 
coincidirá con su valor límite en esto punto. 
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En virtud de la definición del valor límite, la función a =P — 


—f' (x) del argumento Az es infinitesimal cuando Az—>-0, o sea, 
Ay = f (2) Az + a Az, (5.12) 
donde lím « = 0. La representación (5.12) coincide con la (5.9) 


Ax=0 

si mediante A deuotamos el número 7” (z) independiente de Ax. Por 
lo tanto, queda demostrado que la función y = f (z) es diferenciablo 
en el punto z. 

El teorema demostrado nos permite identificar a continuación el 
concepto de diferenciabilidad de la función en un punto dado y el de la 
existencia de derivada en el punto dado de la función. 

En el estudio ulterior nos ponemos de acuerdo llamar diferencia- 
ción la operación de hallar la derivada. 

2. Relación entre los conceptos de diferenciabilidad y de conti- 
nuidad de una función. Tiene lugar la siguiente afirmación elemental. 

Teorema 5.2. Si la función y = f (z) es diferenciable en un punto 
dado z, es también continua en este punto. 

DEMOSTRACIÓN. Ya que Ja función y = f (x) es diferenciable en el 
punto z, entonces su incremento Ay en este punto puedo represen- 
tarse en la forma (5.9). Pero, de la fórmula (5.9) se desprende que 


lím Ay = 0. o sea, la función y = / (z) os continua en el pun- 
pes 


to z, conforme a la forma de diferencias de la condición de continui- 
dad (véase el p. 1 del $ 1). El teorema queda demostrado. 
Lógicamente, surge la pregunta de si es válida o no la afirmación 
inversa del teorema 5.2, o sea, si se desprende de la continuidad de 
la función en un punto dado su diferenciabilidad en este punto. La 
respuesta debe ser negativa, puesto que existen funciones que son 
continuas en cierto punto y no son diferenciables en este punto. 
Como ejemplo de tal función puede servir la función y = | z |. Obvia- 
mente, esta función es continua en el punto z = 0, pero (como se ha 
mostrado al final del p. 5 del $ 1) ella no es diferenciable en este 
punto. Notemos que existen funciones continuas sobre cierto seg- 
mento que no tienen derivada en ningún punto de este segmento*). 
3. Concepto de diferencial de una función. Sea que la función 
y = f (z) es diferenciable en el punto z, es decir, el incremento Ay 
de esta función en el punto z puede escribirse en la forma (5.9). Ana- 
lizando la fórmula (5.9), deducimos que el incremento Ay de la fun- 
ción diferenciable es la suma de dos sumandos: el primero de los su- 
mandos A Az, para A 0. os función del incremento del argumento 


*) El primer ejemplo de esta función fue publicado por Weierstrass, 
Antes, independientemente de él, el matemático checo Bolzano construyó una 
función análoga, pero no la publicó. En el Complemento del cap. 2 del tomo 2 
daremos un ejemplo de la función de este tipo. 
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Az, lineal y homogénea*) respecto a Az; cuando Az — 0 este suman- 
do es infinitesimal del mismo orden que Az y el segundo sumando a Ar 
es infinitesimal de orden superior a Az, puesto que cuando Az — 0 
la razón ES = a tiende a cero. De este modo, para A 0 el pri- 
mer sumando A Az es la parte principal del incremento de la fun- 
ción diferenciable que se llama diferencial de la función en el punto 
zx correspondiente al incremento del argumento Az. 

Así pues, en el caso de A Æ 0, se denomina diferencial de la 
Junción y = f (z) en el punto dado z, correspondiente al incremento 
del argumento Az, la parte principal, lineal respecto a Ax, del incre- 
mento de la función en el punto z. La diferencial de la función y = 
= f (2) suele denotarse por dy. Si para el incremento de la función 
Ay es válida la representación (5.9), entonces, la diferencial de esta 
función es, por definición, igual a 


dy = A- Az. (5.13) 


En el caso de A = 0 el sumando A: Az deja de ser parte principal 
del incremento Ay de la función diferenciable (puesto que este su- 
mando es igual a cero mientras el sumando æ: Az, hablando en ge- 
neral, es diferente de cero). Sin embargo, nos ponemos de acuerdo 
que en el caso de A = 0 la diferencial de la función se define tam- 
bién por la fórmula (5.13), es decir, en este caso la diferencial se 
toma igual a cero. 
Si tomamos en consideración el teorema 5.1, o sea, que A = 
= f' (2), entonces la fórmula (5.13) puede escribirse en la forma 
dy = f' (z) Az. (5.14) 
La fórmula (5.14) expresa la diferencial de la función en el punto z 
que corresponde al incremento del argumento Az. Vale subrayar 
que, hablando en general, la diferencial de la función dy en el punto 
dado z no es igual al incremento de la función Ay en este punto. Es 
fácil comprenderlo, considerando la gráfica de la función y = f (z) 
(fig. 5.3). Sea que en la curva y = f (z) el punto M corresponde al 
valor del argumento z, el punto P de la misma curva, al valor del 
argumento z + Ax, MS es la tangente a la curva y = f (z) en el 
punto M. Luego, sea que MN || Oz, PN || Oy, Q es punto de inter- 
sección de la tangente MS y la recta PN. Entonces el incremento 
de la función Ay es igual a la magnitud del segmento NP. Al mismo 
tiempo, del triángulo rectangular MQN y de la fórmula (5.14) está 
claro que la diferencial de la función dy eg igual a la magnitud del 
segmento NQ, puesto que la magnitud del segmento MN es igual a 
Az, y la tangente del ángulo LQMN es igual a f' (x). Es obvio que, 


*) Recordemos que se denomina función lineal del argumento z la función 
de tipo y = Az + B, donde A y B son constantes. En el caso de B = 0 la 
función lineal se denomina homogénea. 
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hablando en general, las magnitudes de los segmentos NP y NQ son 
diferentes. 

Para concluir este punto, establecemos la expresión para la dife- 
roncial de la función y = f (z) cuyo argumento z es variable inde- 
pendiente*). 

Introduzcamos el concepto de diferencial dz de la variable in- 
dependiente z. Como diferencial dz de la variable independiente z 
puede entenderse cualquier número (independiente de z). Nos pone- 
mos de acuerdo tomar en ade- 
lante este número igual al incre- 
mento Az de la variable inde- 
pendiente**), Este acuerdo nos 
permite escribir la fórmula (5.14) 
en la forma 


dy =P (x)dz. (5.15) 


Notemos que hasta ahora la 
fórmula (5.15) fue argumentada 
sólo para el caso cuando el argu- a 

mento x= es variable indepen- 

diente. Sin embargo, a continua- Fig. 5.3 

ción, en el $ 9, demostremos 

que la fórmula (5.15) queda también válida para el caso cuando 
el argumento z no es variable independiente, sino es función dife- 
renciable de una variable nueva. 

Mientras tanto, podemos deducir do la fórmula (5.15) lo si- 
guiente; cuando el argumento z de la función y = f (z) es variable 
independiente, la derivada f’ (z) de esta función es igual a la razón 
de la diferencial de la función dy a la diferencia) del argumento dz, 
es decir, 


ru=H. 


En el $ 9 demostremos que esta relación es también válida si el 
propio argumento z es función diferenciable de una variable nueva. 


$ 3. Reglas de diferenciación de la suma, la diferencia, 
el producto y el cociente 


Teorema 5.3. Si cada una de las funciones u (z) y v (x) es diferen- 
ciable en un punto dado x, entonces la suma, la diferencia, el producto 
y el cociente de estas funciones (el cociente, observando la condición de 


Notemos que, hablando en general, el propio argumento z do la fun- 
ción y = f (z) puede ser función do una varial 

7) Este acuerdo se verifica al considorar la variable independiente z como 
mt 
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que v (z) + 0) son también diferenciables en este punto con tal que 
tienen lugar las fórmulas 


lu (2) (01 =u (2) + 0" (2), 


lu (z)v (2)] =w (2) v(2)+u(2) v' (2), (5.16) 
[ “u 2] na ul (2) v (2) —u (2) v’ (2) 
vía) A) 7 


DEMOSTRACION. Consideremos por separado los casos de la suma 
(diferencia), el producto y el cociente. 

°. Sea y (z) = u (2) + v (z). Mediante los símbolos Au, Av y 
Ay denotomos los incrementos de las funciones u (z), v (z) e y (2) 
en el punto dado z correspondientes al incremento del argumento 
Az. Entonces, es obvio que 


Ay = y (z + Az) — y (1) = 
= lu (z + Az) + v (z + Az) — lu (2) + v (z) = 
= lu (z + Az) — u (2)) + [v (z + Az) — v (4) = 


= Au + Av. 
De este modo, si Az 0 
dy_ ^u , do e 
cria 45-42) 


Sea que ahora Az-» 0. Entonces, on virtud de la existencia de las 
derivadas de las funciones u (z) y v (z) en el punto z existe el valor 
límite del miembro derecho de (5.17) que es igual a u (2) + v' (2). 
Por lo tanto, existe también el valor límite del miembro izquierdo 
de (5.17) (cuando Az — 0). Según la definición de la derivada, dicho 
valor límite es igual a y (z). Llegamos a la igualdad exigida 
Y (2) = w’ (z) + v (2). 
2°. Luego, sea y (z) = u (z) v (z). Manteniendo para Au, Av y 
Ay el mismo sentido que anteriormente, tendremos 
Ay = y (2 + âz) — y (z) = u (£ + Az) v (z + Ax) — 
— u (z) v (z) = lu (z + Az) v (z + Az) — u (z + Az) v (2)1 + 
+ lu (z + Az) v (2) — u (2) v(2)1 
(hemos adicionado y restado el sumando u (z + Az) v (2). Luego, 
podemos escribir: 
Ay = u (z + Az) lv (z + Az) — v (z) + v (z) lu (z + Az) — 
— u (2)] = u {z + Az) Av + v (2) Au. 
De este modo, si Az #0 


[sugatane (5.18) 
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Sea que ahora Az-» 0. Entonces, en virtud de la diferenciabilidad 
de las funciones u (z) y v (z) en el punto z existen los valores límite 
de las razones A y e iguales a w (2) y v (2), respectivamente. 
Luego, en virtud del teorema 5.2, de la diferenciabilidad de u (z) 
en el punto z se desprende la continuidad de u (z) en este punto. Por 
tanto, existe el valor límite lím u(z+ Az), igual a u (z). De 


A 
este modo, para Az — O existe el valor límite del miembro derecho 
de (5.18), igual a u (z) v’ (z) + v (2) u’ (z). Por lo tanto, cuando 
Az— 0, existe también el valor límite dol miembro izquierdo de 
(5.18). Por definición de la derivada dicho valor límite es igual a 
y' (z). Llegamos a la fórmula exigida 
Yi) = w (2) o (2) + u (2) v (a. 
3°. En fin, sea y(2)=L2. Entonces », 


in 


u (z+ Az) v (2) —v (2-4 Az) u GE 
v(z) v (zF Az) 
Adicionando y restando en el numerador el sumando u (z)v (z), 
tendremos: 


ayo EHAR 02) —u (2) o allo HA ua) ao a 
y betinen alzi a) Y 


a Laut tAd e ul) lvte+ As) —v(al _ 


v(a) v+ A) 
 2(2) Bu — u (z) Av 
= ouwe) * 


De este modo, cuando Az £0 
Au bv 

dsd a A 

Td EF 

Sea que ahora Az— 0. En virtud de la diferenciabilidad (así 


como de la continuidad que se desprende de ella) de las funciones 
u (z) y v (z) en el punto z, existen los valores límite 


(5.19) 


Au Av a 
di qm (0, limiy (e) im v(2+40)=0(2). 


$) Puesto que a continuación en el denominador figura ol valor v (z + Ax), 
rente de cero para todos los Az bastante 
encontraría una sucesión infinitesimal 


se debe demostrar que este valor es di 
pegueños. En fecto, si no fuera así, 
Se valores Az, tal que v (z + Azn) = 0. fu 
nua para el vilor del argumento 7, entonces do Ja condición v (z + Az) = 0 
obtendríamos que v (z) = 0, lo que contradice la condición del teorema. 
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De este modo, puesto que v (z) s 0, existe, para Az — 0, el valor 
límite del miembro derecho de (5.19) igual a 
p(z) u" (2)—v (2) u (2) 
e 5 


Por lo tanto, cuando Az — 0 existe también el valor límite del 
miembro izquierdo de (5.19). Según la definición de la derivada, 
dicho valor límite es igual a y’ (z). Obtenemos la fórmula exigida 
AC MCVION 


va= = 


El teorema 5.3 queda completamente demostrado. 


$ 4. Cálculo de las derivadas de la función potencial, 
de las funciones trigonométricas y de la función 
logarítmica 


En este párrafo vamos a calcular las derivadas de las funciones 
elementales más simples. 

1. Derivada de la función potencial con el exponente entero. 
Comencemos por calcular la derivada de la función potencial y = z" 
cuyo exponente n es número positivo entero*). El caso de la función 
potencial cuyo exponente es cualquier número real (no es obligatoria- 
mente entero) vamos a estudiar en el $ 8. 

Empleando la fórmula del binomio de Newton, podemos escribir 


Ay=(2+ Az)" — z” = 
=z" nomas EEEE gmt (Ar) d (Aaa = 


=n Ar 


PUSE (ar). + (4). 


De este modo, cuando Az=%0, 
Po nr IOD nr Ar. + (Ba) rl, (5.20) 


Ya que en el miembro derecho de (5.20) todos los sumandos, partien- 
do del segundo, comprenden, en calidad del factor, Az en potencias 
positivas, entonces para Az — 0, existe el valor límite de los su- 
mandos mencionados igual a cero. El primer sumando del miembro 
derecho de (5.20) no depende de Az. Por lo tanto, existe (cuando 
Az— 0) el valor límite del miembro derecho de (5.20) que es igual 
a nz". Según la definición de la derivada, dicho valor límite es 
igual a la derivada de la función y = 2", o sea, 


(2) =n 20, 


*) En el cap. 1 ya hemos considerado esta derivada, empleando el concepto 
intuitivo del límite. 
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Los razonamientos realizados son válidos para cualquier punto 
z de la recta infinita. 

2. Derivada de la función y sen z. Empleando la fórmula de 
reducir la diferencia de senos a la forma conveniente para determinar 
logaritmos, podemos escribir: 


Ay=en (z+ Az)— sen z= 2 cos (z +5) sen 52. 
De este modo, cuando Az 0 
az 
so (5) 
Ar 
(+) 
Ya que la función y = cos z es continua en cualquier punto z de la 
recta infinita*), entonces existe el valor límite 


-i= cos (z+ 7 


(5.24) 


Ar 
Am cos (z + +) = cos z. (5.22) 


Luego, en virtud del resultado principal del p. 2 del $ 6 del cap. 4, 
existe el valor límite 


(5.23) 


De este modo, para Az—» 0 existe el valor límite del miembro 
derecho (5.21) igual al producto de los valores límite (5.22) y (5.23), 
es decir, igual a cos z. Según la definición de la derivada, dicho 
valor límite es igual a la derivada de la función y = sen z, o sea, 
(sen x)' = cos z. 

Los razonamientos realizados son válidos para cualquier punto z 
de la recta infinita. 

3. Derivada de la función y = cos æ. Empleando la fórmula 
de reducir la diferencia de cosenos a la forma conveniente para de- 
terminar logaritmos, podemos escribir: 


Ay=cos(z-+42)—cosz=—250n (+2) sen $E. 


De este modo, cuando Az y 0 
sen (+7) 
(E) 


*) Esto fue demostrado en el p. 6 del $ 5 del cap. 4. Por otra parto, es fácil 
demostrar la continuidad de la función y = cos z empleando la forma de diferen- 
ctas de la condición de continuidad. 


Lu 


SE = —sen (243 > (5.26) 
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Ya que la función y = sen z es continua en cualquier punto z de 
la recta infinita, entonces existe el valor límite 


g. Az 
lím sen (++ 4) =sen z. (5.25) 
De la existencia de los valores límite (5.23) y (5.25) se desprende la 
existencia del valor límite del miembro derecho de (5.24) igual a 
(—sen z) cuando Az-—» 0. Según la definición de la derivada, el 
último valor límite es igual a la derivada de la función y = cos z, 
o sea, 


(cos z} = — sen z. 


Los razonamientos realizados son válidos para cualquier punto z 
de la recta infinita. 

x adas de las funciones y = tgz e y = ctg z. Ya que 
hemos calculado las derivadas de las funciones y = senz e y = 
= cosz y como 


senz 
Toss ' 


cos y 
senz ' 


tgr= 


ctgr= 


entonces, para calcular las derivadas de las funciones y = tg z e 

y = ctg x se puede emplear el teorema 5.3 (con mayor precisión, 

la fórmula que expresa la derivada del cociente, o sea, la tercera 
fórmula de las (5,16). 

Resulta que en todos los puntos, excepto los que tienen cos z = 0, 

+ — (sen =)' cosz— (cos 2)'senz _ 

a ES 


Así pues, 


(tg z) = 7 =1+tgx 


(para todos los valores de z, excepto z = F + xn, donde n = 


dE 0, ttr ¿4 De ES análoga, en todos los puntos excepto 
los que tienen sen z = 0, 
. / sena— È 4 
(ctg zy = 2082) snz (ena) coz ZLA 


Así pues, 
(etg 2) = — -eir = — (1 + ctg’ z) 
(para todos los valores z, excepto z = nn, donde n = 0, +1, ...) 


5. Derivada de la función y = loga 2 (0 <a + 1). Tomando, 
en calidad de z, cualquier punto de la semirrecta z > O y teniendo 
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en cuenta que | Az} <z, podemos escribir 
adds 


Ay =108, (2 + Az)— loga 7 = loga loga (1+ 25). 


De este modo, cuando Az0 
FL = loge (1 +2) = loga (e Eyes 
=+ 108, [(1+ E). (5.25) 


En virtud del resultado principal del p. 3 del $ 6 del cap. 4, cuando 
Az — 0, la expresión entre corchetes tiene (para cualquier z fijado) 
el valor límite igual a e. Entonces, basándose en la continuidad de 
la función y = log, z, en el punto z = e existe (cuando Az — 0) 


el valor límite del miembro derecho de (5.26) igual a £ loga e. Según 


la definición de la derivada, dicho valor límite es igual a la dorivada 
de la función y = loga 7, o sea, 


(loga 2) = i loga € 


(ara todos los valores z pertenecientes a la semirrecta z > 0). En 
el caso particular de a = e obtenemos 


(n zY = 4/z. 


$ 5. Teorema de la derivada de la función inversa 


Teorema 5.4. Sea que la función y = f (z) crece (o decrece) y es 
continua en cierto entorno del punto xy. Sea que, además, la función 
y = f (z) es diferenciable en el punto x, y la derivada f' (zo) es diferen- 
te de cero. Entonces, eziste la función inversa z = f~ (y) que está defi- 
nida en cierto entorno del punto correspondiente yy = 1 fao, es dife- 
renciable en este punto y tiene en él la derivada igual a 4/1 ( 

DEMOSTRACION. Ante todo, observemos que para la función y = 
= j (z) en el entorno del punto x, se cumplen todas las condiciones 
del corolario del lema 1 en el § 4 del cap. 4. Conforme a este corola- 
rio, existe la función inversa z = f~ (y) definida en un entorno del 
punto yo = j (zo) y continua en este entorno. Demos al argumento y 
de la función inversa en el punto y, un incremento arbitrario Ay y 
diferente de cero. Le corresponde el incremento Az de la función inver- 
sa con tal que, en virtud del crecimiento (o el decrecimiento) de la 
función, Az + 0. De esta manera, tenemos derecho de escribir la 
siguiente identidad: 


(5.27) 
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Sea que ahora en la identidad (5.27) Ay — 0. Entonces, en virtud 
de la continuidad de la función inversa z = f~ (y) en el punto y, y 
conforme a la forma de diferencias de la condición de continuidad, 
se tiene también Az— 0. 

Pero, cuando Az —> 0, el denominador de la fracción en el miem- 
bro derecho de (5.27) tiene, por la definición de derivada, el valor 
límite igual a /' (z) 5£ 0. Por lo tanto, si Ay — 0, el miembro de- 
recho de (5.27) tiene el valor límite igual a ytz. Pero entonces, el 
miembro izquierdo de (5.27) tiene también valor límite para Ay —> 
>0. Según la definición de la 
derivada, dicho valor límite es 
igual*) a {f> (y)Y. De esto 
modo, hemos demostrado la dife- 
renciabilidad de la función in- 
versa en el punto y) y para su 
derivada hemos obtenido la rela- 
ción 


(5.28) 


i t 
(=> 


El teorema 5.4 queda demostrado. 
El teorema demostrado tiene 
el sentido goométrico sencillo. En 
el entorno del punto z, consideramos la gráfica de la función y = 
= f (z) (o de la función inversa). Supongamos que al punto xy le co- 
rresponde el punto M de esta gráfica (fig. 5.4). Entonces, obviamente, 
la derivada /' (z,) es igual a la tg del ángulo de inclinación a: forma- 
do por la tangente, que pasa por el punto M, y el eje Oz. La deri- 
vada de la función inversa E (Yo)} es igual a la tg del ángulo de 
inclinación B formado por la misma tangente y el eje Oy. Puesto 
que la suma de los ángulos a y f es 1/2, la fórmula (5.28) expresa 
hecho evidente de que 


tgp = 1/tga. 


Fig. 5.4 


$ 6. “Cálculo de las derivadas de la función exponencial 
y de las funciones trigonométricas inversas 


En este párrafo, basándose en el teorema 5.4 demostrado ante- 
riormente, continuaremos calculando las derivadas de las funciones 
elementales más simples. 

1. Derivada de la función exponencial y = a” (0< a + 1). 
La función exponencial y = a” es la función inversa de la logarít- 


__ e) Modiante el símbolo (f-t (y,)}' denotamos la derivada de la función 
inversa en el punto Y. 
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mica z = log, y, definida sobre la semirrecta y > 0. Ya que para 
la función logarítmica, en el entorno de cualquier punto y de la 
semirrecta y > 0, se cumplen todas las condiciones del teorema 5.4, 
entonces, de acuerdo con este teorema, la función y = a* es diferen- 
ciable en cualquier punto z = log, y, y para su derivada es válida 
la fórmula 


MA 1 y 
doga) Ty Toga loga e” 


Empleando esta fórmula y la relación conocida del curso elemental 
log, b = 1/log, a y teniendo en cuenta que y = a*, obtenemos de- 
finitivamente 


(a) 


(y = a Ina. 


La fórmula obtenida es válida para todos los puntos z de la recta 
infinita. En el caso particular de a = e esta fórmula toma la forma 


(0) =8. 


2. Derivadas de las funciones trigonométricas inversas. Comen- 
cemos calculando la derivada de la función y = arcsen z. Siendo 
definida sobre el intervalo —1 < z < +1, esta función es la in- 
versa de la función z = sen y definida sobre el intervalo —1/2 < 
< y < +n/2. Ya que para la función z = sen y, en el entorno de 
cualquier punto y del intervalo —1/2 < y < 1/2, se cumplen todas 
las condiciones del teorema 5.4, entonces, según este teorema, la 
función y = arcsen z es diferenciable en cualquier punto z == son y, 
y para su derivada es válida la fórmula 

(arcsen z)” 


(5.29) 


Hemos puesto el signo + delante de la raíz porque cos y es positivo 
en todo el intervalo —a/2 < y < 1/2. Teniendo en cuenta que 
sen y = z, de la fórmula (5.29) obtenemos definitivamente 


1 
via 


Como ya hemos notado en el proceso de la deducción, la fórmula 
obtenida es válida para todos los z del intervalo —1 < z < +1. 
De la manera análoga se calcula la derivada de la función y = 
= arccos z. Esta función, siendo definida sobre el intervalo —1 < 
< x< +1, es la inversa de la función z = cos y definida sobre el 
intervalo O < y < z. Puesto que para la función z = cos y, en el 
entorno de cualquier punto y del intervalo 0 < y < xt, se cumplen 
todas las condiciones del teorema 5.4, entonces, según este teorema, 
la función y = arccos x es diferenciable en cualquier punto z = 
11—607 


(arcsen 2) = 
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= cos y, y para su derivada es válida la fórmula 


1 
CO TT 60) 


(arccos z) = 
Hemos tomado en consideración que sen y = +V 1 — cos y, ya 
que sen y >0 en todo el intervalo O < y < x. Teniendo en cuenta 
que cosy = xz, de la fórmula (5.30) obtenemos definitivamente 


(arccos z} =——— 


y 


Como ya hemos notado en el proceso de la deducción, la fórmula 
obtenida es válida para todos los valores z del intervalo —1 < x < 
<i: 
Pasamos a calcular la derivada de la función y = arctg z. Sien- 
do definida sobre toda la recta infinita — œ < z < +00, dicha 
función es la función inversa de la z = tg y, definida sobre el in- 
tervalo —n/2< y < 1/2. Ya que para la función x = tg y en el 
entorno de cualquier punto y del intervalo —x/2 < y < n/2se cum- 
plen todas las condiciones del teorema 5.4, entonces, según este teo- 
la función y -* arctg z es diferenciable en cualquier punto 
z= ig y y para su derivada es válida la fórmula 


e AP 
tg Ty 
obtenemos defi 


(arctg z) = 


Teniendo en cuenta que tg y = 


ENN. 
(arctg 2) = 777: 

La fórmula obtenida es válida para todos los puntos z de la recta 
infinita. 

Queda por calcular la derivada de la función y = arcetg z. Siendo 
definida sobre la recta infinita —oo < z < -+oo, esta función es 
la función inversa de la z = ctg y, definida sobre el intervalo 0 < 
<y<mn. Ya que para la función z = ctg y en el entorno de cual- 
quier punto y del intervalo O < y < x se cumplen todas las condi- 
ciones del teorema 5.4, entonces, según este teorema, la función 
y = arcctg z es diferenciable en cualquier punto z = ctg y y para 
su derivada es válida la fórmula 


(arcetg 2) = 


dl 1 
(Et y) TA 


Teniendo en cuenta que ctg y = z, obtenemos definitivamente 


(arcorg zy =-— 15. 


Esta fórmula es válida para todos los puntos z de la recta infinita. 
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De este modo, hemos calculado las derivadas de todas las fun- 
ciones elementales más simples, excepto la función potencial de 
cualquier exponente real. 

Calculamos la derivada de la última función en el $ 8 y ahora ar- 
gumentemos las reglas de diferenciación de la función compuesta. 


$ 7. Regla de diferenciación de la función compuesta 


En el presente párrafo planteamos el objetivo de establecer la 
regla que permite hallar la derivada de la función y = f [ọ (£)) si 
se conocen las derivadas de las funciones que la integran y = f (2) 
y z= g (t). 

Teorema 5.5. Sea que la función z = q (t) es diferenciable en un 
punto ty y la función y = f (z) es diferenciable en el punto correspon- 
diente xy = Q (tp). Entonces, la función ad es f lẹ (£)) es diferen- 
ciable en dicho punto t, con tal que para la derivada de esta función es 
válida la siguiente fórmula*): 

Elp UY = f (0) 9 (to). (5.31) 

DEMOSTRACION Demos al argumento £, en el punto tọ, un incre- 
mento arbitrario At diferente de cero. Le corresponde un incremento 
Az de la función z = ọ (t). A su vez, al incremento Az le corres- 
ponde el incremento Ay de la función y = f (x) en el punto zọ. Ya que 
se supone que la función y = f (z) es diferenciable on el punto zo, el 
incremento de esta función en el punto za puede escribirse en la 
forma (véase el $ 2) 


Ay = f' (z) Az + a Az, (5.32) 
donde 
lím 2 =0. 
Pese) 
Al dividir la igualdad (5.32) por At, tendremos 
Lor rr (5:38) 


Soa ahora que en la igualdad (5.33) At -> 0. Ya que de la diferen- 
ciabilidad de la función z = y (1) en el punto te se desprende su con- 
tinuidad en este punto, entonces, en virtud de la forma de diferen- 
cias de la condición de continuidad, Az -> O (para At — 0). Por eso 
se puede afirmar que existe valor límito 


(5.34) 


*) Mediante {f [p (t9)JY denotamos la derivada de la función compuesta 
y = f ip (9) en el punto £— ty 


se 
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Además, conforme a la exigencia de la diferenciabilidad de la fun- 
ción z = ọ (t) en el punto tẹ, existe el valor límite 


Im i= (o). (5.35) 


La existencia de los valores límite (5.34) y (5.35) asegura la existen- 
cia del valor límite del miembro derecho de (5.33), igual a f’ (zo) x 
X Q' (to) cuando At — 0. Por lo tanto, existe también el valor lí- 
mite del miembro izquierdo de (5.33) para At -> 0. Según la defi- 
nición de la derivada, dicho valor límite es igual a la derivada de la 
función compuesta f Íp (£)] en el punto tọ. Por tanto, hemos demos- 
trado la diferenciabilidad de la función compuesta en el punto ta 
y la fórmula (5.31). 

El teorema 5.5 queda demostrado. 

OBSERVACION. Consideramos la función compuesta y = f (z), 
donde z = q (t), es decir, tomamos z como el argumento interme- 
dio y £, como el argumento final. Por supuesto, se puede cambiar 
estas denotaciones. Frecuentemente, es más conveniente considerar 
la función compuesta de tipo y = f (u), donde u = q (z), o sea, to- 
mar z como el argumento final y una variable u, como el interme- 
dio. Para esta función la fórmula de diferenciación (5.31) toma la 


forma 
y = {F (my = f’ (00 (2) (5-36) 


(para los valores correspondientes de los argumentos z y u hemos 
omitido los ceros que son de carácter auxiliar). 

Daromos ejemplos para emplear la regla de diferonciación de la 
función compuesta que acabamos de demostrar. 

1°. Calcólose la derivada de la función y == e arctg z. Consido- 
raremos esta función como la compuesta do tipo y = e", cuando 
u = arctg z. Empleando la fórmula (5.36), obtenemos 


Y =(0) (arctg a) =e" Ez esto gig. 


2”. Calcúlese la derivada de la función y = 2*. Consideraremos 
esta función como la compuesta de tipo y == 2%, donde u = z*. 
Empleando la fórmula (5.36), obtenemos 


y = (2 (Z° = (2% la 2) 22 = 2% z In 2. 


3”. Considerando los dos ejemplos mencionados, escribimos por 
separado las funciones que integran la función compuesta. Natural- 
mente, no es necesario hacerlo. En la práctica la diferenciación de la 
función compuesta se hace inmediatamente sin separarla en las 
funciones integrantes. Por ejemplo, 


y=arcsen 75 z; y (aquí |x| < 1/75). 
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42. El teorema 5.5 y la regla contenida en él puede transferirse 
consecuentemente para el caso de la función compuesta que es la 
superposición de tres y más funciones. 

Consideremos un ejemplo de tal función. Sea que se exige cal- 
cular la derivada de la función y = Serccte (+, Aplicando sucesi- 
vamente la regla de diferenciación de la función, obtenemos 


y= ree In 5) E sr. 


$ 8. Derivada logarítmica. Derivada de una función 
potencial con cualquier exponente real. Tabla 
de derivadas de las funciones elementales más simples 


1. Concepto de derivada logarítmica de una función. Sea que 
una función y = f (z) es positiva y diferenciable en un punto dado 
z. Entonces, en este punto existe ln y = In / (z). Considerando 
In / (z) como la función compuesta del argumento z, podemos cal- 
cular la derivada de esta función en el punto dado z, tomando y = 
= f (z) por el argumento intermedio. Obtenemos 


lin ¿(1 = yy. (5.37) 


La magnitud definida por la fórmula (5.37) so donomina derivada 
logarítmica de la función y = f (z) en el punto dado z. A título de 
ejemplo, calculemos la derivada logarítmica de la llamada función 
potoncial-exponencial y = u (=)w>. Del p. 2 del $ 7 cap. 4, sabe- 
mos que esta función está definida y es continua para todos los va- 
lores z, para los cuales u (z) y v (z) son continuas y u (2) > 0. Ahora 
lanteamos adicionalmente que (z) y v (z) sean diferenciables para 
los valores considerados z. Entonces, ya que ln y = v (z) In u (2), 
obtenemos que la derivada logaritmica do la función considerada es 
igual a 
L =v (z) Inu (z) = v (2) Inu (2) +o (2) SA, (5.38) 
De la igualdad (5.38), teniendo en cuenta que y = u (z), obtene- 
mos la siguiente fórmula para la derivada de la función potencial- 
exponencial: 


u’(z) 
ula) J 


y = u (9310 [> (2) ìn u (2) + v (2) 


2. Derivada de una función potencial de cualquier exponente real. 
Ahora vamos a calcular la derivada de la función potencial y = 
= 22 de exponente real arbitrario a. Calculamos la derivada de 
esta función para los valores z, para los cuales la función está defini- 
da para cualquier a, a saber, para los valores z pertenecientes a la 
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semirrecta*) z > 0. Teniendo en cuenta que en toda la semírrecta 
z >0 la función y = 2% es positiva, calculemos la derivada logarít- 
mica de esta función. Puesto que lo y = a ln z, la derivada loga- 
rítmica es igual a 


Lanz =Z. 
y z 


De aquí, tomando en consideración que y = 2%, obtenemos la fór- 
mula para una función potencial arbitraria 

(7%) =aza~t, 
De este modo, hemos calculado las derivadas de todas las funciones 


elementales más simples. Agrupando todas las derivadas calcula- 
das, obtenemos la siguiente tabla que ya hemos reproducido en el 


cap. 1. 
3. Tabla de las derivadas de las funciones elementales más simples. 
1°. (22) = aza, En particular, (1/2) = —1/2%, 


- +08 1 . 
V= (5 yz): 
2%. (loga 2) =+ logae (z>0, 0< a =1). 
En particular, (ln z) =. 
3°. (ax) = ax In a (0 <a + 1). En particular, (e”) = ex 


4°. (sen z)! = cos z. 

5°. (cos x) = —sen z. 

6°. (tg z) = -ir = 1 + tg?z (142 4 nn, donde n = 0, 

tz 7 

1i). 

7. (tgz) = — -irr = —(1+ctgz) (zenn, donde n=0, 
+14, ...) 

8°. (arcsen 2)' == AEF (—1<r<1). 

9°. (arccos zy = — ae A 


10°. (arctgay = fr. 


o ' 1 
11°. (arcetg z) =P - 
*) En ol caso de a = 1/m, dondo m es número impar entero, la función 
y = a% ostá definida sobre toda la recta infinita. Sin embargo, en esto caso es 
también suficiente calcular la derivada de la función moncionsda solamente 
para los valores z > O, puesto que dicha función es Impar y haciendo este razo- 
namiento es fácil obtenor su derivada para los valores z < 0. 


$ 9. Invariación de la primera diferencial 167 


En el $ 4 del cap. 4 hemos introducido las funciones hiperbóli- 
cas y = sh z, y = ch z, y = th z ey =cth z que son combinaciones 
simples de funciones exponenciales. De la definición de estas funcio- 
nes se desprenden fácilmente las siguientes expresiones para sus de- 
rivadas: 

12. (sha) = ch z. 

13°. (ch 2) = sh z. 

1 


44°. (thay = > 
15°. (tha =— 57 C#0). 


Las reglas de diferenciación de la suma, la diferencia, el producto 
y el cociente (es decir, con las fórmulas (5.16)) la regla de diferen- 
ciación de la función compuesta y la tabla mencionada son la base 
del cálculo diferencial. 

Las reglas establecidas y las fórmulas de diferenciación permiten 
hacer una deducción importante. 

En el $ 7 del cap. 4 hemos introducido el concepto de la función 
elemental como una función que se reprosenta por las funciones ele- 
mentalos más simples haciendo las cuatro operaciones aritméticas 
y las superposiciones aplicadas sucesivamente un número finito de 
veces. Ahora podemos afirmar que la derivada de cualquier función 
elemental es también función elemental. De este modo, la operación de 
diferenciación no nos deja salir de la clase de las funciones elementales. 


$ 9. Invariación de Ja forma de la primera diferencial. 
Algunas aplicaciones de la diferencial 


1. Invariación de la forma de la primera diferencial. En la parte 
final del $ 2 hemos establecido que para el caso cuando el argumento 
z es vartable independiente, la diferencial de la función y = f (2) se 
determina por la fórmula 


dy = Y (2) dr. (5.39) 


En este punto demostreroos que la fórmula (5.39) es universal y 
válida no sólo en el caso cuando el argumento x es variable inde- 
pendiente sino también cuando el mismo argumento z es función 
diferenciable de una nueva variable t. La propiedad mencionas 
de la diferencial de la función suele llamarse invariación de su forma. 

Así pues, sea dada una función f (z) diferenciable en un 
punto z cuyo argumento z es función diferenciable z = q (t) del 
argumento +. En este caso, podemos considerar y como la función 
compuesta y = f ly (t)l del argumento t y z, como el argumento in- 
termedio. En virtud del teorema 5.5 la derivada de y respecto a £ se 
determina por la fórmula 


y =f (30 (0. (5.40) 
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Puesto que la variable £ puede considerarse como independiente, las 
derivadas de las funciones z = q (1) e y = f lg (1)] respecto al argu- 
mento £ son iguales a las razones de las diforenciales de estas funciones 
y dt (según lo establecido al final del $ 2), o sea, 


e =f Oy. 


Poniendo estos valores de las derivadas en la fórmula (5.40), le da- 
remos la forma de 


Zore. (5.41) 


Multiplicando los dos miembros de la igualdad (5.41) por dt, para 
dy obtenemos la expresión (5.39). Por tanto, queda demostrada la 
invariación de la forma de la primera diferencial de la función, es 
decir, queda demostrado que, tanto en el caso cuando el argumento z 
es variable independiente, como en el caso cuando el propio z es función 
diferenciable de otra variable, la diferencial dy de la función y = f (x) 
es igual a la derivada de esta función multiplicada por la diferencial 
del argumento dz. 

En otras palabras, la propiedad de la invariación de la diferen- 
cial puede enunciarse del modo siguiente: la derivada de la función 
y = f (z) es siempre*) igual a la razón de la diferencial de esta función 
dy y la diferencial del argumento dz, o sea, 


ra=% (5.42) 


La igualdad demostrada (5.42) nos permite pmplear a continuación 
la razón dy/dz para designar la derivada de la función y = f (z) 
respecto al argumento z. 

Para concluir, observemos que después de haber demostrado la 
igualdad (5.42), la regla de diferenciación de la función compuesta 
toma la forma de la identidad simpl 


qq. 64» 


La forma sencilla adquiere también la regla de diferenciación de la 
función inversa: 


d; d; 
Z1 (5.44) 


Sin embargo, subrayemos que las igualdades (5.43) y (5.44) no pueden 
considerarse como nuevos métodos para demostrar los teoremas 5.5 


*) Es decir, tanto en el caso cuando el argumento z es variable indepen- 
diente Somo, on el caso cuando el propio z es función diferenciable de alguna 
otra variable. 
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y 5.4, puesto que en las fórmulas (5.43) y (5.44) so emplea esencial- 
mente la invariación de la primera diferencial que fue establecida 
precisamente valiéndose del teorema 5.5. 

2. Fórmulas y reglas de cálculo de las diferenciales, Hemos de- 
mostrado que la diferencial dy de la función y = l (z) es siempre 
igual a la derivada de esta función f' (z) multiplicada por la dife- 
rencial del argumento dz. De esto modo, la tabla de las derivadas dol 
p. 3 del $ 8nos permite confeccionar la correspondiente tabla de las 
diferenciales: 

dz 


1°. d(2%) =az%-1dz. En particular, d (E) = — E, aV À= 
de 

ESTER 
2°. d(logaz) = et dz (2>0, 0<a#1). 


En particular, d (ln z) = dz/z. 
2. d (a7) =a* Inadr(0<a+1). En particular, d (e) = 


dz. 
4”. d (sen z) os £ dz. 
5%. d (cos z) = —sen z dz. 


6. d(tgz)= (+18? 2) de (z> F+an, donde n = 


0, £1, ...). 

T. d(ctgz)= — = —(1+0tg?z) dz (enn, donde n= 
0 Ed, +.) 

s NN 

8°. d (arcsen z) = ¡E (1< 2< 1). 

9°. d (arccos z) = <<. 

10°. d (arctg z) = E. 

14°. dlarcctgz = — Er. 


Valiéndose de las fórmulas (5.16) y de la relación (5.39) so deducen 
directamente las siguientes reglas para calcular la diferencial de la 
suma, la diferencia, el producto y el cociente: 
d(uko)=du+do, d(uw)=vdu+udo, a (+) = 2412. 
3. Empleo de la diferencial para deducir fórmulas aproximadas. 
Aunque, como hemos visto en el $ 2, la diferencial dy de la función 
(2) no es igual al incremento Ay de esta función, pero, con 
exactitud de hasta una infinitesimal de orden superior que Az, es 
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válida la igualdad aproximada 
Ay == dy. (5.45) 


El error relativo*) de esta igualdad se hace cualquier pequeño que 
sea para Az bastante pequeño. La fórmula (5.45) permite sustituir 
aproximadamente el incremento Ay de la función y = f (z) por su 
diferencial dy. La ventaja de esta sustitución consiste en que la di- 
ferencial dy depende linealmente de Az mientras, hablando en ge- 
neral, el incremento Ay es función más compleja de Az. 

Teniendo en cuenta que el incremento de la función Ay se deter- 
mina por la fórmula (5.1) y la diferencial dy, por la fórmula (5.14), 
daremos a la igualdad aproximada (5.45) la forma siguiente: 


Í (z + Az) — f (2) = f' (2) Az 


f(z + âz) =f(0)+1' (2) Az. (5.46) 


Según la fórmula (5.46), para los valores del argumento próxi- 
mos a z (o sea, para Az pequeños) la función f se sustituye aproxima- 
damente por una función lineal. 

En particular, de la fórmula (5.46) se puede obtener una serie de 
fórmulas aproximadas ya conocidas (véase el $ 4). Así, poniendo 
f (z) = (1 +2)", z= 0, obtenemos que 


(1+ Az) m 1 + Az/n. (5.47) 
Tomando / (z) = son z, z = 0, obtenemos 
sen Az æ% Az. (5-48) 
Haciendo f (z) = e, z = 0, obtenemos 
es: =14+4Az. (5.49) 
Tomando f (z) = In (1 + z), z — 0, obtonemos 
In (14 Az) = Az. (5.50) 


Cada una de las igualdades (5.47) —(5.50) es válida con exactitud de 
hasta una infinitesimal de orden superior que Az. 

Las igualdades (5.47) —(5.50) en la forma de estimaciones exactas 
ya fueron establecidas en la parte final del $ 7 del cap. 4. 


*) El error relativo de la igualdad (5.45) se determina por la razón dy 


Notemos que, según la definición de la diferencial, Ay — dy = 0 (47). 
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$ 10. Derivadas y diferenciales de órdenes superiores 


1. Concepto de derivada de z-ésimo orden. Como hemos notado 
en el p. 2 del $ 1, la derivada f’ (z) de la función y = f (z), definida 
y diferonciable sobre el intervalo (a, b), es también función definida 
sobre el intervalo (a, b). Puede ocurrir que la propia función f’ (2) 
es diferenciable en cierto punto del intervalo (a, b), o sea, tiene deri- 
vada en este punto. Entonces, la derivada mencionada se denomina 
segunda derivada (o derivada de segundo orden) de la función y 
= f (z) en el punto z y se denota por el símbolo [Xz) ó y'D (2)*). 

Después de haber introducido el concepto de segunda derivada 
se puede introducir sucesivamente el concepto de tercera derivada, 
luego, de cuarta derivada, etc. Si suponemos que ya hemos intro- 
ducido el concepto de (n — 1)-ésima derivada y que esta última es 
ditorenciable en cierto punto z del intervalo (a, b), o sen, tiene deri- 
vada en este punto, entonces, la derivada mencionada se denomina 
n-ésima derivada (o derivada de n-ésimo orden) de la función y = 
= f (x) en el punto z y se denota por el símbolo /™ (z) ó y™ (2) 

De este modo, introducimos el concepto de n-ésima derivada por 
inducción, pasando de la primera derivada a las sucesivas. La rela- 
ción que determina la n-ésima derivada Liene la forma 


y ya. (5.51) 


La función que sobre el conjunto dado (x) tiene derivada finita de orden 
n suele llamarse n veces diferenciable sobre este conjunto. En la física, 
el concepto de las derivadas de órdenes superiores se aplica on muchos 
casos. Aquí nos limitemos a señalar el sentido mecánico de la se- 
gunda derivada. Si la función y = f (z) describe la ley del movimien- 
to del punto material por la línea recta, entonces, como ya lo sabe- 
mos. la primera derivada J’ (z) es la velocidad instantánea del punto 
móvil en el momento del tiempo z. En este caso, la segunda derivada 
10 (x) es igual a la velocidad de variación de velocidad, o sea, es igual 
a la aceleración del punto móvil en el momento do tiempo z, 

Observemos que los métodos de calcular derivadas de órdenes 
superiores presuponen los hábitos para calcular solamente derivadas 
de primer orden. Como ejemplo calculemos las derivadas de n-ésima 
orden de algunas funciones elementales más simples. 

2. n-ésimas derivadas de algunas funciones. 1”. Calculemos la 
n-ésima derivada de la función potencial y = 2% (z > 0, « es cual- 
quier número real). Diferenciando sucesivamente, tendremos 


y = ammi, y® = a (a — 1) a5, 
y® =a (a — 1) (a — 2D m, on 


* La segunda derivada dela función y=f(z) se denota también por el 
símbolo f” (z) o y” (z). 
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De aquí, es fácil entender la ley general 
(230 = a (æ — 1) (2-2)... (a — n + 1) zam, 


La demostración estricta de esta ley se realiza fácilmente por el 
método de inducción. 

En caso particular, a = m, donde m es número natural, obte- 
nemos 


(27) M = m!, (2) ™ = 0, si n>m. 


De este modo, la n-ésima derivada del polinomio de orden m es 
igual a cero cuando n > m*). 

2”. Luego, calculemos la n-ésima derivada de la función expo- 
nencial y = a* (0 < a + 1). Diferenciando sucesivamente, ten- 
dremos 

y' = a ln a, y® = a ln? a, y® = a ln? a, 


La fórmula general que se establece fácilmente por el método de 
inducción, tiene la forma 
(a) 0 = a* m” a. 
En particular, 
(e) ™ = e. 

3°. Calculemos la n-ósima derivada de la función y = sen z. La 
primera derivada de esta función puede escribirse en la forma y” = 
= cos z = sen (z + 1/2). De este modo, la diferenciación de la fun- 
ción y = sen z suma al argumento de esta función el valor 1/2. De 
aquí obtenemos la fórmula 

(sen 2) = sen (z + na/2). 


4°. De manera completamente análoga se deduce la fórmula 


(cos x)" = cos (z + na/2). 


5”. Para concluir, calculemos la n-ésima derivada de la llamada 
función lineal fraccional y = az + blez + d, donde a, b, e y d son 
ciertas constantes. Diferenciando sucesivamente esta función, ten- 
dremos 

y = HERDED  (ad—be) (ez +d), 
y = (ad — de) (2) (ez + d), 
y = (ad — be) (2) (3) (cz + de, 


*) Al mismo tiempo, empleamos tembién la siguiente fórmula evidente 
[Au (2) + Bu (=) K™ = AulM) (2) + But") (x), donde A y B son constantes. 
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Es también fácil establecer la ley general 


A (F )™ = (ad —be) (—1)" nl (ez +a eht 
que puede argumentarse por el método de inducción. 

3. Fórmula de Leibniz para la n-ésima derivada del producto de 
dos funciones. Mientras la regla establecida anteriormente para 
calcular la primera derivada de la suma o la diferencia de dos fun- 
ciones (u -= v} = u' + v’ se transfiere fácilmente (por ejemplo, por 
el método de inducción) al caso de la n-ósima derivada (u = v)” = 
= u™ +47, surgen grandes dificultades para calcular la n-ésima 
derivada del producto de dos funciones uv. 

La regla correspondiente se llama fórmula de Leibniz y tiene la 
forma siguiente: 


(uo) UM y + Curl ol + Chud Y 4 
CU 00, (5.52) 


Es fácil darse cuenta de la ley según la cual se construye el miem- 
bro derecho de la fórmula de Leibniz (5.52): éste coincide con la fór- 
mula del desarrollo del binomio (u + v)" con la particularidad de que 
en vez de las potencias de u y v se ponen las derivadas de órdenes co- 
rrespondientes. So hacen más parecidos si en lugar de las propias fun- 
ciones u y v se escriben respectivamente u® y 110 (o sea, si la pro- 
pia función se considera como la derivada de orden nulo). 

Demostremos la fórmula de Leibniz por el método de inducción. 
Si n = 1, la fórmula toma la forma (uv)' = u'v +- uv”, lo que coin- 
cide con la regla de diferenciación dol producto de dos funciones 
establecida anteriormente (en el $ 3). Por eso, al suponer la validez 
de la fórmula (5.52) para cierto número n, basta demostrar su vali- 
dez para el número siguiente n + 4. Así pues, sea que para un nú- 
mero n la fórmula (5.52) es válida. Diferenciemos esta fórmula y 
unamos los sumandos situados en el miembro derecho de tal modo 
como se da a continuación: 


(uo) no =D + (Chu o" 4 Chuy] 
+ [Cpu + Chu-dy®) $ 
+ CRU y CU] duren, (5.53) 
(Hemos empleado el hecho de que 1 = C$.) De las matemáticas 


elementales sabemos que para cualquier número k no superior a r 
es válida la fórmula*) 


A+! = Chp 


*) Además, la fórmula se verifica elementalmente. 
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Empleando esta fórmula, podemos oscribir la igualdad (5.53) del 
modo siguiento: 


(UOD = uo CO OD UD, 


Por lo tanto queda demostrada la validez de la fórmula (5.52) 
para el número (z + 1). La deducción de la fórmula de Leibniz ha 
terminado, 

EJEMPLO 1. Calculemos la n-ésima derivada de la función y = 
= z? cos z. Empleemos la fórmula de Leibniz, poniendo u = cos z, 
v=2". En este caso, para cualquier número k, u® = cos (z + 
+ kal2), v = 2r, 00=2 0=40= ,., =0, Obtenemos 


y" = a? cos (z + na/2) + 2nz cos la + (r — 1) 12) + 
+ n (n — 1) cos la + (n — 2) 2/2]. 


EJEMPLO 2. Calculemos la n-ésima derivada de la función y = 
= e". Empleomos la fórmula de Leibniz, poniendo u = ¢*, y == 2%, 
Entonces, para cualquier número k, u® = e", y = 32%, v) = 6x, 
v? = 6, vO = =... =0. Obtenemos 


y” = (2 + 3n2* + 3n (n — 1) z + n (n — 1) (n — 2) e*. 


Los ejemplos considerados muestran que la fórmula de Leibniz 
es especialmente eficaz en el caso cuando una de las dos funciones 
multiplicadas tiene solamente un número finito de derivadas diferentes 
de 


cero. 
4. Diferenciales de órdenes superiores. En los razonamientos dol 
presente punto empleamos el símbolo ô a la par con el símbolo d 
para designar la diferencial (es decir, escribiremos los símbolos ôr 
y ôy en vez de dz y dy donde es conveniente). 

Supongamos que la función y = f (z) es diferenciable en cierto 
entorno del punto z,. Entonces, la primera diferencial dy de esta 
función tiene la forma*) dy = f' (2) dz y es función de dos varia- 
bles: del punto z y dela magnitud dz. 

Supongamos adicionalmente que la función J’ (z) es también di- 
foronciable en el punto z, y que la magnitud dz tiene un mismo va- 
lor fijado para todos los puntos z en el entorno considerado del pun- 
to zo. 

Haciendo estas suposiciones existe la diferencial de la función 
dy = f' (z) dz en el punto z, que se denotará por el símbolo ô (dy) 
con tal que la última diferencial se determina por la fórmula 


8 (dy) =81f' (2) dellicaxo = [f (2) d2] |e=xa = ÔT = f” (To) dz bx. (5.54) 
Definición. El valor $ (dy) de la diferencial de la primera diferen- 


cial dy tomando para ôz = dzse denomina segunda diferencial de 
la función y = f (z) (en el punto z) y se denota por el símbolo d y. 


*) Véase el p. 1 del $ 9, la fórmula (5.39). 
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De la fórmula (5.54) y de la definición de la segunda diferencial 
se desprende que 


dy = f” (zo) (dz). (5.55) 


Observemos que como consideramos fijada la magnitud dx, de 
la definición de la segunda diferencial se desprende directamente 
que la segunda diferencial de la variable independiente d*x es igual 
a cero. 

De manera completamente análoga, se definen sucesivamente las 
diferenciales de órdenes superiores. Suponiendo que la derivada de 
orden (n — 1) de la función y = f (z) es diferenciable en el punto 
zo (es decir, suponiendo que la función y = f (2) tiene derivada de 
orden n en el punto zp) definemos la diferencial de n-ésimo orden d° 
de la función y = f (2) (en el punto zp) como la diferencial ô (dy, 
de la diferencial de (n — 1)-ésimo orden d™-'y tomada para ôz = dz. 

Para la diferencial de n-ésimo orden d" y, por el método de induc- 
ción se establece fácilmente la fórmula 


dy = J0 (za) (dx)". (5.56) 


En efecto, para n = 1 y n = 2, la fórmula (5.56) es válida. Su- 
pongamos que es también válida para un número (n — 1), o sea, 
supongamos que d*™ty = f ™1 (2) (del 

Entonces, según la definición de d", obtenemos*) 


y 6 (8) logan SIJP (2) (day Moda = 
=/0 (2) (dz)"~ St axmaz =10" (2) (d1)", 


es decir, la validez de la fórmula (5.56) queda establecida. 
De la fórmula (5.58) se desprende la siguiente expresión para la 
derivada de orden n: 


1W(9= + > (5.56) 


Es muy importante notar que, para n > 1, las fórmulas (5.56) 
y (5.56') son válidas, hablando en general, sí, y sólo si, z es variable 
independiente (es decir, la segunda y las siguientes diferenciales no 
poseen la propiedad de invariación de la forma). 

Para cerciorarse de esto, consideremos el cálculo de la segunda 
diferencial de una función (dos veces diferenciable) y = f (2). su- 
poniendo que la variablo z es función dos veces diferenciable de un 
argumento £. Empleando la igualdad (5.39) y la fórmula ô (u) = 


*) Omitimos el índice O del punto z. 
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= võu + ubv, obtenemos: 


dèy = Ô (dy) lsz=ax = ŜI’ (2) dT})l axmaz = 
= {dz If" (2)14+f (2) 8 (d2)} axmaz = ldx- f" (2) 67)loz=9x 41 (1) dz. 


Asi pues, d'y = f" (2) (dz)? + f (2) dr. 
La última fórmula se diferencia de (5.55) en el término adicio- 
nal }’ (z) dz que, hablando en general, no es igual a cero. 


$ 11. Diferenciación de una función dada 
en forma paramétrica 


En este párrafo examinemos los métodos para calcular las deri- 
vadas de las funciones dadas en forma paramétrica. 

Sean z e y dadas como funciones de un parámetro t: z = 4 {t), 
y =p (t). Además, suponemos que las funciones q (t) y wp (t) tienen 
número necesario de derivadas respecto a la variable £ en el campo 
considerado de variación de esta variable. Suponemos también que 
en el entorno del punto considerado la función z = q (t) tiene la 
función inversa £ = q”! (2)*). La última suposición da la posibili- 
dad de considerar y como la función del argumento z. 

Plantoomos el problema de calcular las derivadas de yrespecto 
al argumento z. Nos ponemos de acuerdo denotar estas derivadas 
por los símbolos 


Ea Y, Y 


En virtud de la propiedad de invariación de la primera diferen- 
cial podemos escribir**) 


n=., dy=Ņ' (dt, dz=q' (t) dt. (5.57) 


De estas fórmulas obtenemos la siguiente expresión para la primera 
derivada: 


e O e 
LS (5.58) 
De manera análoga se calculan las derivadas de órdenes superiores. 
Así, para calcular la segunda derivada y®z? es suficiente represen- 
tarla en la forma 

dy) 


n= 


*],Eso se garantiza por la existencia de la primera derivada e (1) dife- 
rente de coro on un entorno del punto considerado £ (véase el p. 4 day 2 dal 
cap. 6, tomo 2). 

**) En esto caso tomamos dy y dz en un mismo punto £ para un mismo. d£. 
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y emplear la fórmula (5.58), la tercera fórmula de (5.57) y la regla 
de diferenciación del cociente. 
esempLo, Calcúlese la primera y la segunda derivadas de la fun- 
ción dada paramétricamente: 
(2=a (t—sen t), 
ly=a(1—cost), — oo <t< o0. 
La curva determinada por estas ecuaciones se denomina cicloide*). 
Obtenemos 
AL = etg + (62m, donde 4 es entero), 


== 


letg 1/21 


g= == 
Y cos asia” 


+) La cicloide es la trayectoria do un punto fijo de la circunferencia que 
rueda sin deslizar por la linea recta. 
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Capítulo 6 
INTEGRAL INDEFINIDA 


En este capítulo consideremos el problema de cómo se reconstruye 
la función por su derivada conocida. LeNimportancia de este proble- 
ma:fuo analíaads eniól.cap, Á. 


$ 1. Concepto de función primitiva e integral indefinida 


1. Concepto de función primitiva. Entre importantes problemas 
de la mecánica figuran dos problemas, en el primero de los cuales se 
dotermina la ley del movimiento del punto material por su veloci- 
dad dada, y en el segundo, la ley del movimiento y la velocidad del 
punto material por su aceleración dada*). 

Estos problemas llevan al problema matemático de hallar la 
función por su derivada dada. 

Pasemos a la consideración de este problema. 

Definición. Una función F (x) se denomina función primitiva 
(o simplemente primitiva) de una función f (x) sobre un intervalo (a, b) 
si en cualquier punto zdel intervalo (a, b), la función F (x) es diferen- 
ciable y tiene la derivada F' (z) igual a j (2). 

OBSERVACION. Se defino análogamente la primitiva de la función 
$ (z) sobre la recta infinita y una semirrecia abierta**). 


premLos. 1) La función F (z) = VTZ 2 es primitiva de la 


función f (z) = — <= sobre el' intervalo (—1, +1), puesto que 
yes 


en cualquier punto z de este intervalo (V T — 7Y = — + 


2) La función F (z) = sen z es primitiva de la función f (2) = 


= cos z sobre la recta infinita (—oo, +00), puesto que en todo 
punto z de la recta infinita (sen z) = cos r. 


3) La función F (z) = In z es primitiva de la función / (1) = + 
sobre la semirrecta abierta z > 0, puesto que en todo punto y de 
esta semirrecta (In ay =+. 


En vez 
que actúa sobre este punto (puesto que, según la segun 
za delermina la aceleración de este punto). E 

+») En general, sobre cualquier conjunto (=) denso en sí. Véase la definición 
del conjunto denso en sí en el $ 3 del cap. 2. 


la aceleración del punto material puede profijarse la fyorza 
a ley de Newton, la fuer- 
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Si F (z) es primitiva de la función f (z) sobre el intervalo (a, b), 
entonces, obviamente, la función F (z) +C, donde C es una constante 
cualquiera, es también primitiva de la función f (z) sobre el inter- 
valo (a, b). 

Lógicamente, surge la pregunta, cómo están relacionadas entre sí 
varias primitivas de una misma función f (z). Es válido el siguiente 
teorema fundamental. 

Teorema 6.4. Si F, (z) y F, (z) son cualesquiera primitivas de la 
función f (z) sobre el intervalo (a, b), entonces, en todo este intervalo 
F, (2) — F, (z) = C, donde C es una constante. 

En otras palabras, cualesquiera dos primitivas de una misma 
función pueden diferenciarse solamente en una constante. 

DEMOSTRACIÓN. Hagamos D (2) = F, (z) — F, (z). Ya que cada 
una de las funciones F, (z) y F, (z) es diferenciable sobre el intervalo 
(a. b), entonces, en virtud del teorema 5.3, la función O (z) es tam- 
bién diferenciable sobre el intervalo (a, b) con tal que en todo esté 
intervalo ©’ (z) = F; (2) — F; (z) = f (2) — f (2) = 0. 

En el $ 10 del cap. 8, demostremos, sin emplear los resultados 
del presente capítulo*) el siguiente teorema 8.13: si la función D (z) 
es diferenciable en todo el intervalo (a, b) y si en todo el intervalo 
D' (z) = 0, entonces la función O (z) es constante sobre ol intervalo 
(a 


, b). 
Valiéndose de este teorema obtenemos que 0 (z) = F, (z) — 
— F, (z) = C = const lo que se requería demostrar. 

Corolario. Si (z)es una de las funciones primitivas de la función 
$ (2) sobre el intervalo (a, b), entonces cualquier primitiva D (z) de la 
función f (z) sobre el intervalo (a, b) tiene la forma WD (2) = F (2) + C, 
donde C es una constante 

2. Integral indefinida. 

Definición. El conjunto de todas las primitivas de la función dada 
1 (x) sobre el intervalo (a, b) se denomina integral indefinida de la 
función | (x) (en este intervalo) y se denota por el símbolo 


$ jiz) de. (6.1) 
El signo | se denomina signo de integral, la expresión f (z) de so Ia- 


ma expresión subintegral (integrando) y la propia función f (z), fun- 
ción subintegral (integrando). 

Si F (z) es una de las funciones primitivas de la función f (z) en 
el intervalo (a, b), entonces, en virtud del corolario del teorema 6.1, 


| rindr=F()+C (6.2) 
donde C es una constante cualquiera. 
*) Observemos que, sn perjudicar la comprensión de este libro, se puede 


Jeer los capítulos 6 y 7 después del cap. 8, Adelantamos los capítulos $ y 7 para 
que el lector conozca más rápido posible la técnica de integración. 
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Subrayemos que si la primitiva (y, por tanto, la integral indefi- 
nida) de la función f (z) sobre el intervalo (a, b) existe, entonces la ez- 
presión subintegral de la fórmula (6.1) es la diferencial de cualquiera de 
estas primitivas. En efecto, sea F (x) cualquiera de las primitivas de 
la función f (z) sobre el intervalo (a, b), es decir, para todos los z 
del fateeyalo (a, b) F' (z) = f (z). Entonces f (z) dz = F' (2) de = 


TE VI=ZZ+C en el intervalo 
—1<z<1. puesto que la función F (1) = V 1=2% es una de las 


EJEMPLOS. 1) $ 


primitivas de la función 10 =F sobre dicho intervalo. 
== 


2) $ cos zde = sen z + C sobre toda la recta —00 < z < o, 


puesto que la función F (z) = sen z os una de las primitivas de la 
función f (z) = cos z sobre toda la recta infinita. 
aminar el problema de la ezisten- 
cia de primitivas (o integrales indefinidas) para amplias clases de 
funciones. Sólo notemos aquí que en el $7 del cap. 1 del tomo 2 de- 
mostraremos que para cualquier función f (x) continua sobre el tnter- 
valo (a, b) existe función primitiva (así como la integral indefinida) en 
este intervalo, 

La operación de hallar la primitiva o la integral indefinida (de 
la función j (z) suelo llamarse integración (de la función f (2). ~ 

3. Propiedades fundamentales de la integral indefinida, Ante todo 
señalemos dos propiedades que se desprenden directamente de la 
definición de la integral indefinida: 


1.a $ f(a) dr =f (2) dz. 
2, far ()=F()+C. 


La propiedad 1° significa que los símbolos d y $ se reducen mu- 


tuamento si ol símbolo de la diferencial está delante del símbolo de 
la integral. 


La propiedad 2 significa que los símbolos $ y d se reducen mu- 


tuamente si el símbolo de la integral está delante del símbolo de la 
diferencial, pero. en este caso, hay que adicionar a F (z) una cons- 
tante arbitraria C. E 

Para ostablecos la propiedad 1° haste tomar la diferencial de 
ambos miembros de la fórmula (6.2) y tener en cuenta que dF (x) = 
= F' (æ) de = f (2) dz. 

Para establecer la propiedad 2” es suficiente emplear la igualdad 
dF (z) = f (x) dz en el miembro izquierdo de (6.2). 
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Las dos propiedades siguientes suelen denominarse propiedades 
lineales de la integral: 


3%. | Red | (a) de | alojar. 


4. $ [4f (2))dx=A f j(z)dz (A= const). 


Subrayemos que en las fórmulas 3° y 4* la igualdad tiene carácter 
convencional: ésta debe comprenderse como la igualdad de los 
miembros derecho e izquierdo con oxactitud de hasta un sumando 
constante arbitrario (lo que se comprende, ya que cada una de las 
integrales de las fórmulas 3° y 4” se determina con exactitud de hasta 
un sumando constante arbitrario). 

Ya que dos primitivas de una misma función pueden diferenciar- 

se solamente en una constante, entonces, para demostrar la propiedad 
3". basta demostrar que si F (x) es primitiva de f (z) y G (z), primiti- 
va de g (z), entonces, la función [F (z) + G (2)] es primitiva de la 
función f (2) + g (z). Lo último se desprende directamente de que 
la derivada de la suma (algebraica) de funciones es igual a la suma 
de las derivadas de estas funciones, es decir, [F (z) — G (1) = 
= F' (2) + G’ (x) = f {(z)ż+ g(x). Análogamente se demuestra la 
propiedad 4°, En este caso se emplea la igualdad [AF (z) 1= AF” (z)= 
= Aj (2). 
4. Tabla de las integrales indefinidas fundamentales. En el cap. 5 
hemos obtenido la tabla de las derivadas de las funciones elementa- 
les más simples (véase el $ 8 del cap. 5) que es el aparato de cálou- 
lo para ol cálculo diferencial. Toda fórmula de esta tabla, en la 
cual una u otra función F (z) tieno derivada igual a f (z), nos lleva 
en virtud de la definición de la integral indefinida, a la fórmula co- 
rrespondiente del cálculo integral 


$ 1(2)d2=F (2) +C. 


De este modo, confeceionamos la siguiente tabla de las integra- 
les indefinidas fundamentales: 


1. $ 0-d:=C 

2 | 1-dr=z4C. 

n zari 

3. dr AO (a). 


4, | Ei lz} +0 (20). 
5. | ar= +C O<a#i), | edr=è 4c. 


6%. | senzdr= —cosz +C 
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T. | coszdr=senz+-C. 


e ES 0+ tgadr=tgz+ C (2% tan, dondo 
n=0, 41, .. 


9. ef (1 + ctg? z) dr = — ctg z +C (z nn, donde 


n=0, +1, ...). 


de arcsec TC, 
10°. O a (—1<r< 1). 
R arctg +C, 
u. faf —arcctg 7 +C. 
de 


=Injr4V BET T|4+C (si el signo os —, 


o d: 1 
OS 
A estas fórmulas pueden también agregarse las fórmulas corres- 
pondientes para las funciones hiperbólicas: 


14°. | shzdzæchz+C. 
15°. | chzdr=shz+C. 


16°. $ 40. 


47°. |= —cthz+C (220). 


Hagamos observaciones respecto a las fórmulas 4, 12 y 13. La 
fórmula 4 es válida para cualquier intervalo que no comprende 


z=0. En efecto, si z>0, entonces, de la fórmula (In z)' =+ 
deducimos que | E =Inx+C, y si x<0, entonces, de la fór- 


mula (In(—2)=-2 deducimos que $ LE —in(—2)+C. Por lo 


tanto, la fórmula 4 se verifica para cualquier z0. 

Las fórmulas 12 y 13 ocupan posición exclusiva en nuestra tabla 
puesto que no tienen fórmulas análogas entre las fórmulas de la 
tabla de las derivadas. 

Sin embargo, para comprobar las fórmulas 12 y 13 basta cercio- 
rarse de que las derivadas do las expresiones de los miembros de- 
rechos de estas fórmulas coinciden con las funciones subintegrales 
correspondientes. 
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Nuestro objetivo es completar la tabla de las integrales indefini- 
das con los procedimientos y métodos de integración. Pero antes de 
realizarlo, hagamos una observación importante. 

En el $ 7 del cap. 4 hemos introducido el concepto de la función 
elemental y en el p. 3 del $ 8 en el cap. 5 homos establecido que la 
derivada de cualquier función elemental es también función elemen- 
tal. En otras palabras, hemos establecido que la operación de dife- 
renciación no nos deja salir de la clase de funciones elementales. 

Notemos en seguida que con la operación de integración no pasa 
lo mismo. Se puede demostrar que las integrales de algunas funciones 
elementales ya no son funciones elementales. Pueden servir de ejem- 
plo las siguientes integrales: 


1. ferraz. 

», $ cos (2%) dz. 

3%. $ sen (22) dz. 

w. E 0<re0 


5. $ SE de (0) 


00 Y EZ ar 


Cada una de las integrales mencionadas no es función elemental. 
Dichas funciones no sólo existen en realidad*), sino desempeñan 
gran papel en varios problemas de la física. Así, por ejemplo, la 
integral 1, llamada integral de Poisson o integral de errores, se usa 
ampliamente en la física estadística, en la teoría de la conductibili- 
dad calorífica y la difusión, las integrales 2 y 3, llamadas integrales 
de Frenel, se emplean ampliamente en la óptica. En las aplicaciones 
se encuentran también con frecuencia las integrales 4—6, la primera 
de las cuales se denomina logaritmo integral y las dos últimas, coseno 
y seno integrales. 

Para todas nuevas funciones enumeradas (integral de Poisson, 
integrales de Frenel, logaritmo integral, coseno y seno integrales) 
están hechas las tablas y gráficos. 

Ya que estas funciones tienen importancia en las aplicaciones, 
fueron examinadas tan completamente como las funciones clemen- 
tales más simples. En general, cabe subrayar que el concepto de la 
función elemental más simple es de carácter convencional. 


*) Ya hemos notado que en el $ 7 del cap. £ del tomo 2 demostraremos la 
existencia de la integral indefinida para cualquier función continua. La existen- 
cia de las integrales 1—8 so garantiza por la continuidad de las funciones sub- 
integrales, 
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$ 2. Métodos fundamentales de integración 


1. Integración por cambio de variable (por sustitución). El cam- 
bio de variable es uno de los procedimientos más eficaces de inte- 
gración. Se basa en la siguiente afirmación elemental. 

Sea que la función t = y (z) está definida y es diferenciable sobre 
cierto conjunto (1)*) y sea {t} conjunto de los valores de esta función. 
Luego, sea que para la función g (t) existe la función primitiva G (t) 
sobre el conjunto {t}, es decir, 


fema=60+C. (6.3) 


Entonces, sobre todo el conjunto fx), para la función g lp (2)1 q'(x) 
existe la función primitiva igual a G lq (2)] es decir, 


[eg (2) dz =G lg (2)1+C- (6.4) 


Para demostrar esta afirmación es suficiente emplear la regla de 
diferenciación de la función compuesta**) 


(Gl (2) =6' leeg (2) 


y tener en cuenta que, según la definición de la primitiva, G’ (t) = 
= g (t). Ahora, supongamos que se necesita calcular la integral 


$ f(x) dz. (6.5) 
En algunos casos se logra escoger, como nueva variable, una función 
diforenciable £ = q (z) tal que tiene lugar la igualdad 
Ha) = g lẹ (2) 4” (2) (6.6) 
con tal que es fácil integrar la función g (t), es decir, calcular la 
integral 
fena=00+C. 


La afirmación demostrada anteriormente permite escñibir la si- 
guiente fórmula para la integral (6.5): 


[ri dr=6 +C. (6.7) 


Este procedimiento de calcular la integral (6.5) se denomina inte- 
gración por cambio de variable. 

Naturalmente, este procedimiento no se aplica a toda integral. 
Además, cabe subrayar que la elección correcta de la sustitución 


Este conjunto es intervalo o segmento, o bien semirrecta o recta mfinita. 
1») Véase el $ 7 del cap. 5. 
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depende, en modo considerable, de la habilidad del que calcula. 
Aducimos algunos ejemplos que ilustran el método expuesto. 


1°. Caleúleso | cos 2z de. Para calcular esta integral, debemos 
hacer la sustitución más simple t = 2z, dt = 2dx. Como resultado 
de este cambio, obtenemos 
$ cos 22 dz =| -3- cos tdt=-p sen t+C= 4 sen 22+ C. 


2°. Calcúleso | 7. Esta integral se calcula empleando la 


sustitución t=x-+a, dt=dz. 
En este caso obtenemos 


Lin Mi+C=Injz+a +0 (2%—a). 


3>. Calcúleso f ex sen z dz. Es fácil ver que esta integral 
se calcula haciendo la sustitución £= cos z. 
En efecto, en este caso dt= —sen x dz y 


f eosa son z dz= — [et de= —e' +C = — e0 14C. 
4°. Calcúlese Y AER dz. Para calcular esta integral es 
conveniente hacer la sustitución f=arctg z. En efecto, con esta 
sustitución dt= qr y |AS Dand da=f$ (maty 


TF THz 101 


sl areg apei FE: 
5. Calcúlese f (Tz —9)® dx. Naturalmente, se puede reducir 


esta integral a la suma de tres mil integrales de tabla escribiendo la 
función subintegral según la fórmula del binomio de Newton. Es 
incomparablemente más simple hacer la sustitución £ = 7z — 9, 
dt == īdx. Como resultado, obtenemos 


$ 290 =$ e ar A. 


6°, Caleúlose $ E. Para hallar la sustitución que permite 


calcular esta integral, la escribimos en la forma 


dz _ f coszdz cos zdz 
coss = J coss aro 
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Está claro que luego debemos poner t= sen z, dt=coszdz. Como 
resultado, obtenemos 
f de de tn] 
CTS FT 


1i+t z E3 

qE |+c=in|te ($+4)|+e- 
7°. Calcúlese | y. Es conveniente hacer la sustitución 

t= (2x)*t, dt = 64r’ dr. En este caso 


adr A di atctgi | p_ arctg (2:)t 
Mari l apre a He R HC. 


8°. Calcúlese $ +" Para calcular esta integral, es con- 


veniente hacer la sustitución trigonométrica £= arctg 2 „t=atgt, 


di=a E. 


Después de realizarla, la integral toma la forma 
$ ma] cos tdt = #34- C= 
= Vat pr + 
9*, Calcúlese Y -žym Aquí es conveniente hacer la sus- 
titución f=arcsen z/a, 7==a sent, dr = a cos tdt. En esto caso 


de A de Me 
(A TostT aT o 
CES] z 
=- n C= PC, 
Sl 1—sent t + a? Ya? 7 


140°. Caleúleso | / ŻEE dz. Para calcular esta integral es 


conveniente hacer la sustitución 2t= arccos E, z= acos 2t, 
dx= —2 a sen 2t dt. Obtenemos 


YE da= — 4a | costrdt— 


=—40 | ($+ 00521) dt = —2at—2a Í cos 2t dt = 


= —2at— ason t +C= —a [arccos ż + y 1 — (E) +c. 


2. Integración por partes. Entre los métodos muy eficaces de 
integración figura el método de integración por partes. Se basa en la 
siguiente afirmación. 
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Sea que cada una de las funciones u (z) y v (z) es diferenciable sobre 
un conjunto {z} y, además, eziste la primitiva de la función v (z) u' (2) 
sobre este conjunto. Entonces, sobre el conjunto {z} existe también la 
primitiva de la función u (z)v" (z) con tal que es válida la fórmula 


Juno (2) dr=u() v (2) — $ o(2)u (a) az. (6.8) 
ousenvación. La definición de la diferencial y la propiedad de 


invariación de su forma permiten escribir la fórmula (6.8) en la 
forma 


| udv=u(z)v(a)— Í vdu. (6.9) 

Para demostrar la afirmación enunciada, escribamos la fórmula para 
la derivada del producto de dos funciones u (z) y v (2) 

lu (2) v (9 = u (z) v' (2) + u’ (2) v (a). (6.10) 


Multipliquomos la igualdad (6.10) por dz y tomemos la integral de 
ambos miembros de la igualdad obtenida. Ya que, según la condi* 


ción, para todos los zdel conjunto {z} existe foto w (z) de y 


f lu (2) v (2)l' de = u (z) v (z) + C (véase la propiedad 2 del p. 3 
el $ 1), entonces, para todos los z del conjunto {7} existe también 
la integral $ u (z) v' (z) dz con tal que es válida la fórmula (6.8) (6 
(6.9). 

La fórmula (6.£) permite sustituir el problema de calcular la in- 


tegral $ u do por el de calcular la integral | vdu. En algunos casos 
conerotos esta integral se calcula sin dificultad. 
E) cálculo de la integral $ u dv aplicando la fórmula (6.9) se deno- 


mina integración por partes. Observemos que para aplicación concreta 
do la fórmula de integración por partes (6.9) es muy cómodo usar la 
tabla de las diferenciales escrita en el p. 2 del $ 9 del cap. 5. 
Pasamos a considerar ejemplos. 
4°. Calculemos la integral I= Í z" In zdz (n= — 1). Poniendo 


=)n z, de=x"dz y empleando la fórmula (6.9) obtenemos du = 


da 
ia a 
am 1 rr a 1 
1= 7 Mi rar (02 5) +0. 


2”. Luego caleulemos la integral T= Í zarctg zdz. Poniendo 
u=arctg z, dv=zdz y empleando la fórmula (6.9), tendremos 
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_ 2 1 a MEY 1 fati PT 
= Parga $ qprde= i arctg zg | GEADA gr 
z 4 1 de _ 4i z 

=F aga far+ + S qa KB arctgs— 40. 


3°. Calculemos la integral 7 = È 2*cos zdz. Primero aplique- 
mos la fórmula (6.9) poniendo u = z*, dv = cos z dx. Obtenemos 
du = 2z dz, v = sen z, I = 1° sen z — 2Í z sen z dz. Para calcular 


la última integral volvamos a aplicar la fórmula (6.9) poniendo osta 
vez u = z, dv = sen z dz. Obtenemos du = dz, v = —cos z, I = 


= Psnz + 2zeosz —2 È cos z dr = (z? — 2) sen r + 
+ 2zcosz-+ C. Do este modo, hemos calculado la integral 
$ az? cos z dz haciendo doble integración por partes. Es fá 


com- 


prender que la integral $ 2" cos z dr (donde n es cualquier número 


positivo entero) puede calcularse según el método análogo, integran- 
do n veces por partes. 


4°. Calculemos ahora la integral Z= (È e“ cos bzdz (a= const, 


b=const). Primeramente, apliquemos la fórmula (6.9), poniendo 
u=¢"", dv=cos bz dz. Obtenemos du=ae* dz, p =E., 


| e%% son bz dz. 
Para calcular la última integral, volvamos a aplicar la fórmula (6.9) 
poniendo esta voz u= e", dv = sen bzdr. Obtenemos du = 


= 00% dr, v=- HE 


Ia E cos hr El, (6.14) 

De este modo, integrando 7 dos veces por partes hemos obtenido, 

para la integral 7, la ecuación de primer orden (6.11). De esta ecua- 
ción hallamos 

2 cos bz+b sen br ae 

siena e 

La práctica muestra que la mayoría de las intograles que se calcu- 

lan mediante la integración por partes puede dividirse en tres grupos 

siguientes: 
4) El primer grupo incluye las integrales cuya función subinte- 
gral comprende, como factor, una de las funciones siguientes: ln z, 
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aresen z, arccos z, arctg x, (arctg 1)?, (arccos 2)?, In y (z), +. . (véa- 
se los ejemplos 1° y 2 anteriormente considerados). Para calcular 
las integrales del primer grupo, hace falta emplear la fórmula (6.9) 
poniendo, en ella, w (z) igual a una de las funciones anteriormente 
mencionadas*). 

2) El segundo grupo incluye las integrales de tipo 


+ $ (uz4)" cos (ez) de, $ (az +5)" sen (cz) dz, $ (azb) e™ dz, 


donde a, b, c son ciertas constantes, n es cualquier número positivo 
entero (véase anteriormente el ejemplo 3°). Las integrales del segundo 
grupo se toman aplicando n veces la fórmula de integración 
por partes (6.9) con tal que en calidad de u (z) hay que tomar 
cada vez (az -+ b) en potencia correspondiente. Después de toda 
integración por partes esta potencia disminuye en la unidad. 


3) El tercer grupo incluye las integrales de tipo $ cos ba de, 
$ e** sen bz dx, $ sen (In z) dz, $ cos (In) dz, ... (véase el ejemplo 


4° anteriormente considerado). Al denotar cualquiera de las integra- 
les de este grupo por Z realizando dos veces la integración por partes, 
componemos la ecuación dol primer orden para /. 

Naturalmente, los tres grupos mencionados no incluyen todas las 
integrales, sin excepción, que se toman mediante la integración 
por partes. Aduzcamos los ejemplos de integrales que no entran en 
ninguno do los tres grupos enumerados, pero se calculan empleando 
la fórmula (6.9). 


5°. Calculemos la integral J = f ELE. Esta integral no figura 
en ninguno de los tres grupos mencionados. Sin embargo, emplean- 
do la fórmula (6.9) y pon 
tenemos du=dz, v=tg z, 


co en ella u=z, dv= -iry 0b- 


I=:xtg af tgzdr=ztgz— Í met u 
=igr+ $ desa — ¿tg 74m [005 21+C- 


6°. En fin. calculemos una integral muy importante para la 
exposición sucesiva K, = Í donde a = const, à =1, 2, 


de 
a? 
Esta integral tampoco figura en ninguno de los tres grupos anterior- 

+) Si la función subintegral comprende, on calidad del factor, (arctg z)? 


farecos z)t, - a, bay que aplicar dos veces la fórmula do integración por par- 
tes (6.9). 
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mente mencionados. Para calcular esta integral, establecemos para 
ella la fórmula recurrente que sustituye el problema de calcular 
K, por el de calcular Ky- 

Se puede escribir (cuando A + 1) 


K, t f ade 1 Ketta _ 
MN T Fa A 
BE dt 1 p udt 
=f PFa 2a $ Fa 
1 i d (4 a?) 
=a ba rs . 


Para calcular la última integral, apliquemos la fórmula de inte- 


$ a — ¿(04 a) 
gración por partes (6.9) poniendo en ella u=t, dv= T 
=! 


Obtenemos’ dir= dë, ==> 


1 t 1 
a a C 
De la última igualdad obtenemos la fórmula recurrente 


t i _ 2-3 g 
ara t a oy e (642) 


Cerciorémonos de que la fórmula recurrente (6.12) permite calcular 
la integral K, para cualquier A = 2, 3, . . .. En efecto, la integral 
K, se calcula de modo elemental 


dt 1 ditja) t t 
KR=f nirt | ue argie, 

Después de haber calculado la integral K,, poniendo en la fór- 
mula (6.12) à = 2, calculamos K, sin dificultad alguna. A su lugar, 
conociendo K, y poniendo, en la fórmula (6.12), A = 3, calculamos 
sin dificultad Xy. Si seguimos haciendo de este modo, calculamos 
la integral X, para cualquier à natural 


Capítulo 7 


NUMEROS COMPLEJOS. ÁLGEBRA DE POLINOMIOS. 
INTEGRACIÓN EN FUNCIONES ELEMENTALES 


En el capítulo anterior hemos notado que, hablando en general, 
la integral indefinida de la función elemental no es función elemen- 
tal. No obstante, existen clases bastante amplias de funciones cuyas 
integrales son funciones elementales. (Estas clases de funciones se 
denominan integrables en funciones elementales.) El presente capítulo 
tiene por objeto examinar dichas clases de funciones, Puesto que 
entre clases de funciones mencionadas una de las fundamentales es la 
clase de las funciones racionales, ante todo debemos precisar nuestros 
conocimientos sobre los polinomios y las funciones racionales. Para 
eso, a su vez, es necesario precisar nociones de los números complejos. 


$ 1. Nociones de los números complejos 


de los números complejos, estas operaciones deben ser definidas de 
tal modo que, siendo aplicadas a dos números reales, lleven a defini- 
ciones de la suma y el producto de números reales ya conocidas del 
$ 2 del cap. 2. 

Se denomina suma de dos números complejos z; = (21, Ys) Y 22 = 
= (z3, Ya) el número complejo z de tipo 


2 = (z; + Za Y + a). (7.4) 
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Se denomina producto de dos números complejos 2, = (%,. 41) y 
24 = (za, Ya) el número complejo z de tipo 


2 = (1,72 — YiYar Tala + TaM). (1.2) 


Es fácil verificar que la suma y el producto de números complejos 
poseen las mismas propiedades que la suma y el producto de núme- 
ros reales. A saber, son válidas las siguientes propiedados: 

t. za +2 = z, +z (la propiedad conmutativa de la suma). 

2. (6 + 21) + 22 = z + (22 + za) (la propiedad asociativa de 
la suma). 

3%. z + (0, 0) = z (ol papel especial del número (0, 0). 

4%. Para todo número z = (z, y) existe un número opuesto z’ = 
= (—z, —y) tal que z + z' = (0, 0). 

5°. 2,92, = 2,:2, (la propiedad conmutativa del producto). 

6%. (21°24): 23 n" (22°24) (la propiedad asociativa del producto). 

7°. z-(1, 0) = z (el papel especial del número (1, 0). 

8°. Para cualquier número complejo z==(x, y) no igual a cero 


PA Pi a 1 z 
pan » número inverso + = (a —-atr) tal que 2= 


9°. (z, -F 24):29 = 2, +24 + 23-24 (la propiedad distribuitiva del 
producto respecto a la suma). 

Las propiedades 1”—9” permiten comprobar que para los núme- 
ros complejos se mantienen completamente todas las reglas del ál- 
gebra elomental que se refieren a las operaciones aritméticas y a la 
combinación de las igualdades. 

Además, estas propiedades resuelven completamente el pro- 
blema de la sustracción de números complejos que se considera como 
una operación inversa de la adición, y de la división de números com- 
plejos como una operación inversa de la multiplicación. 

Se denomina diferencia de dos múmeros complejos 2, = (2,, Yı) y 
ta = (a, ya) un número complejo z tal que, sumándose a z4, da 2. 
Émpleando las propiedades 1°--4° establecemos fácilmente la exis- 
tencia y la unicidad de la diferencia de cualesquiera dos números 
complejos*). 

Es fácil verificar que la diferencia de dos números complejos 
2 = (2, 41) y Z = (Za, Ya) es el número complejo z de tipo 

Z= (Z, — Ta, Y — Ya)- (7.3) 

Se denomina cociente de dos múmeros complejos 2, = (21, 11) y zs = 

= (ze, ya), el segundo de los cuales no es igual a cero, un número com- 


plejo z tal que, siendo multiplicado por z,, da 2,- Empleando las pro- 
piedades 5%—8*, establecemos fácilmente que el único cociente de 


+) Esto se hace de modo igual que para los números realos (véase el p. 3 
del $ 2 del cap. 2). EEN i P 
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dos números complejos mencionados es el número complejo z de tipo 
ZiZa + Ya Trur Ta 
E > (rs) 

En las operaciones con los números complejos desempeña un pa- 
pel especial el número representable por el par (0, 1) y denotado 
mediante la letra ¿. Multiplicando este par por sí mismo (o sea, ele- 
vándolo al cuadrado), obtenemos, en virtud de la definición del pro- 
ducto de números complejos: 

(0, 1)-(0, 1) = (1,0) = —1, o sea, i? = —1. 

Ubservando eso, podemos representar cualquier número comple- 
jo z = (x, y) en la forma 

z = (z, y) = (z, 0) 4- (0, y) = (z, 0) + (y, 0)-(0, 1) = z + iy. 

A continuación, para el número complejo z = (z, y) usamos am- 
pliamente la representación z = z+ iy. Al representar así este nú- 
mero y al considerar é como el factor cuyo cuadrado es igual a —1 
podemos realizar las operaciones con los números complejos de modo 
igual que se realizan con_los polinomios algebraicos. 

El número complejo z = (z, —y) = z — iy suele llamarse con- 
jugado respecto al número complejo z = (z, y) = z + iy. 

Es obvio que el número complejo es igual a cero si, y solo si, es 
igual acero su número conjugado puesto que las igualdades z = 0, 
y = 0 son equivalentes a las igualdades z = 0, —y = 0. 

Para representar geométricamente los números complejos es con- 
veniente usar el sistema cartesiano rectangular de coordenadas. En 
este caso el número complejo z = (z, y) se representa por ol punto 


M de coordenadas (x, y) o el vector OM que va del origen de coor- 
donadas al punto M. 

Si los números están representados de esta forma, la adición y la 
sustracción de los números complejos se reduce a la adición y la 
sustracción de sus vectores correspondientes (lo que se comprende 
por las fórmulas (7.1) y (7.3). 

Si a la par con el sistema cartesiano de coordenadas introducimos 
el sistema polar de coordenadas de tal modo que el polo esté en el 
origen O del sistema cartesiano y el eje polar sea dirigido a lo largo 
del sentido positivo del eje Ox, entonces, como se sabe, las coorde- 
nadas cartesianas (z, y) y las polares (p, 0) de cualquier punto M 


z 


se relacionan por las fórmulas 
p=V FF, 
z=pc0s0, jarctg + siz>0, 
y=pson 0 Es 
e= arctg Y + asgny siz<O, (7.5) 
ženy siz=0. 
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Las fórmulas (7.5) llevan a la forma trigonométrica de representación 
del número complejo z = (z. y) 
2= (2, y) = z + iy = (p cos 0, p sen 0) — p (cos O + ¿sen 8). (7.6) 
En la forma trigonométrica de representación (7.6) el número p se 
denomina módulo y el ángulo ©, argumento del número complejo. 
El argumento 8 no está definido unívocamente: en vez del valor O 
se puede tomar el valor 8 + 2xn (donde n = 0, +1, +2, ...)- 
Empleando la forma trigonométrica es cómodo realizar las opo- 
raciones de multiplicación y división de los números complejos. 
Sean dados dos números complejos arbitrarios 
21 = (21, Y) = (Pı cos 0,. p, sen 0,) y 


2a = (Ya, Ya) = (P cos Oz, pa sen 05). 


Entonces, según la definición de la multiplicación (en virtud de 
la fórmula (7.2)), el producto de estos números tiene la forma 


Zyta = (1,22 — Yn Ta + Tai) = 
= (pipa COS 0, cos O, — Pipa sen 0, sen Or, 
PIP, cos O, sen O, + papa sen 0, cos 04) = 
= [(01P4) cos (0, + 03), (Pipa) sen (0, + O2)l. (7.7) 


De la fórmula (4.7) deducimos de manera análoga que el cociente 
2 de dos números complejos z, = (%,, yy) = (Pı cos 0,, p, sen 0,) y 
A 

Z = (Zr, Ya) = (pa cos Oz, pa sen 07) tiene la forma*) 


 [ (22) cos(o,—0), (2-) sen(0,-0)]. — 7:8) 


Do las fórmulas (7.7) y (7.8) deducimos que, al multiplicar dos nú- 
meros complejos, sus módulos se multiplican y sus argumentos se suman 
(al dividir dos números complejos, sus módulos se dividen y sus argu- 
mentos se restan). Esta propiedad se transfiere sucesivamente al caso 
del producto de cualquier número finito de números complejos. En 
particular, si se multiplican n números complejos iguales (es decir, 
si el número complejo se eleva a la potencia n), entonces 


(p cos O, p sen 6)” = (p" cos On, p” sen Bn). (7.9) 
De la fórmula (7.9), cuando p = 1, obtenemos la llamada fórmula de 


Moivre**) 
(cos O, sen 0)" = (cos On, sen On). (7.40) 


=) Al mismo tiempo so supone que el número complejo z, noes igual 
a cero, es decir, Pa 0. 
+9) A. De Moivre, matemático inglés de origen francés (1667—1754). 
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La fórmula (7.10) puede también escribirse de otra forma 
(cos 0 -+ ë sen 9)" = cos O n + i sen On. (1.41) 


Para concluir, observemos que el número complejo escrito en forma 
trigonométrica es igual a cero si, y sólo si, es igual a cero su módulo. 
De aquí y de que al multiplicar números complejos sus módulos sè 
multiplican se desprende que el producto de varios números complejos 


es igual a cero si, y sólo si, es igual a cero por lo menos uno de los fac- 
tores. 


$ 2. Polinomios algebraicos 


1. Se denomina polinomio algebraico de grado n la expresión: 
de tipo 


AORT? +a rl +... a + Cos (71.42) 


donde z = (z, y) = z + iy es número complejo variable y co, Cy, + + + 
+ - ., Cn Son ciertos números complejos constantes, el primero de los 
cuales es diferente de cero. Como se sabe, cualquier polinomio alge- 
braico de grado n puede dividirse «en columna» por otro polinomio 
algebraico de grado no superior a n. De este modo llegamos a la 
siguiente afirmación: cualesquiera que sean dos polinomios f (2) y q (2) 
tales que el grado de q (2) no es superior al de f (2), es válida la igualdad 


1() = 4 (0-9 (2) + r (2). (7.13) 


donde q (2) y r (2) son ciertos polinomios con tal que el grado de q (3) es 
igual a la diferencia de los grados de los polinomios f (z) y y (2), y el 
grado de r (z) es inferior al de ẹ (2). 

Al respecto de Jos polinomios f (2), 4 (2). g (2) y r (2) que figuran 
en la igualdad (7.13) suelen aplicarse los términos bien comprensibles 
«dividendo», «divisor», «cociente» y «resto». 

Se dice que el polinomio f (z) se divide por el polinomio 96) si 
en Ja fórmula (7.13) obtenida por la división sen columna», el resto 
r (2) = 0. 

Nos ponemos de acuerdo llamar polinomio de grado nulo cual- 
quier constante compleja. Entonces, está completamente claro que 
cualquier polinomio se divide por un polinomio diferente de cero de 
grado nulo. Examinemos el problema do divisibilidad del polino- 
mio f (z) por el polinomio de primer grado (z — b). 

Definición. El número complejo b se denomina raíz del polinomio 
1 (2) si f (b) es igual a cero. 

Teorema 7.1. El polinomio de grado nulo f (2) se divide por el bi- 
nomio (2 — b) si, y sólo si, b es raíz del polinomio j (2). 

pemostracion. Para los polinomios f (z) y p (2) = (z — b) escriba- 
mos la fórmula (7.13). Puesto que en esta fórmula el grado del resto 
r (z) debe ser inferior al grado del divisor q (z) = z — b, entonces 
139 
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r (z) es polinomio de grado nulo, o sca, r (z) = e = const. De este 
modo, la fórmula (7.13) toma la forma 


1) = (z — b)-q (2) + e. (7.14) 


Poniendo, en la fórmula (7.14), z = b, hallemos que c = f (b). Por 
definición, f (z) se divide por z — b si, y sólo si, el resto de la fór- 
mula (7.14) c = f (b) es igual a cero, o sea, si, y sólo si, b es raíz de 
j (z). El teorema queda demostrado. 

2. Lógicamente, surge la pregunta, si tiene raíces todo polino- 
mio algebraico. La respuesta da el teorema fundamental del álgebra*): 
todo polinomio de grado no nulo tiene al menos una raíz. 

Basándonos en este teorema, demostremos que el polinomio alge- 
braico de grado n tiene exactamente n raíces**). En efecto, sea f (z) 
polinomio de grado n. Según el teorema fundamental del álgobra, 
f (2) tiene al menos una raíz b,, o sea, para f (z) es válida la fórmula 


FE) = (2 — h) fh (0 (7.151) 
donde mediante f, (z) se denota cierto polinomio de grado (n — 1) 
Si n æ 1, entonces, según el teorema fundamental del álgebra, /, (z) 
tiene al menos una raíz bz, o sea, para f, (z) es válida la fórmula 
h (2) = (2 — b) fa (2), (7.15) 


donde mediante /, (z) se denota cierto polinomio de grado (n — 2). 
Luego, repitiendo dichos razonamientos, obtenemos las fórmulas 


fa (2) = (z — ba) fa (2), (7.159) 

Ina (2) = (2 — bn) fn (2). (7.15%) 

En la última de estas fórmulas mediante f, (z) se denota cierto poli- 

nomio de grado nulo, o sea, fa (z) = c = const. Poniendo en co- 

rrespondencia las igualdades (7.151)—(7.15") y teniendo en cuenta 
que fa (z) = c, tendremos 

#0) = (2 — b) (eb)... (2 — bn) c. (7.46) 


Notemos que la variable compleja c no es igual a cero puesto que, 
en caso contrario, el polinomio f (z) sea idénticamente igual a cero 
y no sea polinomio de grado n***). 

Véase la demostración de esto teorema on el curso «Funciones de va- 


riablecomplo; 
Al mi 


io tiempo, tomamos, naturalmente, n > 0. 

Aquí empleamos la siguiente afirmación: sí el polinomio f (z) = az" 4- 
Hamid... + a9., 2 4 an es idénticamente igual a cero, todos sus coefí- 
cientes son iguales a cero. En efecto, si f (2) =» 0, entonces pa z= 0, obtene- 
mos an = 0. Pero, entonces f (3) = zlag®-1 + ana F apah 0, 
Ya que zÆ 0, entonces la oxpresión entre corchetes os iděnticamente igual 
a cero, de donde, para z = 0, obtenemos a _, = 0. Luego, continuando los razo- 
namientos análogos, demostremos que todos los coeficientes son iguales a cero. 
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De la igualdad (7.16) se deduce evidentemente que f (by) = 
1 (0) = ... = f (bn) = O, o sea, que cada uno de los números 
b, es raíz del polinomio / (z). Además, de (7.16) es evi- 


bis bar > 
dente que, cualquiera que sea el número complejo b diferente de 

ba, - - :3 Bn, el número complejo f (b) no es igual a cero, puesto 
que el producto de varios números complejos es igual a cero si, y sólo 
si, es igual a cero al menos uno de los factores (véase el $ 1). De 


este modo, el polinomio f (z) tiene exactamente n raíces: b,, by, ... 


sep- Boo 

La igualdad (7.16) permite descomponer el polinomio f (z) en 
factores. Si conocemos el tipo del polinomio f (z) (7.12), podemos 
determinar la constante c en la igualdad (7.16). Comparando, en las 
igualdades (7.16) y (7.12), los coeficientes de 2", obtenemos c = 0,*). 

El polinomio (7.12) que tiene cy = 1 se denomina reducido. Para 
el polinomio reducido la fórmula de descomposición (7.16) toma la 
forma 


$ (2) = (2 — b) (z — bz)... (2— Bn) (7.17) 
Comparando la fórmula (7.17) con la (7.42) (cuando c = 1), obteno- 
mos las siguientes relaciones: 
e = —(0, + b14 ... + br) 
= +(b1b, + biba +- - + baba), 
E N 


A continuación, consideraremos polinomios reducidos, si no se espe- 
cifica lo contrario. 


$ 3. Raíces múltiples de un polinomio. 
Criterio de multiplicidad de una raíz 


Entre las raíces del polinomio f (z) pueden haber raíces coinciden- 
tes. Sean a, b, ..., c raíces diferentes del polinomio reducido f (2). 
Entonces, en virtud de los resultados del párrafo anterior, para 
1 (2) es válida la descomposición 


Ha) = (a — a) (bp... (ae (1.48) 

En esta descomposición œ, $, - . ., y son ciertos números enteros, 
cada uno de los cuales no es menor que la unidad con tal que 

a+B+... +y=n, donde n es el grado del polinomio / (2). 
*) Aquí empleamos la A si dos polinomios ay" + aj3™=1 +. 

Ea Y bon E bai n.. $ bn son identicamente Iguales uno a olro, 

entonces, "ay = bo, ERA demostrarlo, es suficiente 


aplicar a la diferencia de dichos polinomios la afirmación mencionada en la nota 
+++) de la página 196. 
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Si para el polinomio f (z) es válida la descomposición (7.18), enton- 
ces se dice que el número complejo a es raíz de f (z) de multiplicidad œ, 
el número complejo b es raíz de f (2) de multiplicidad B, el número com- 
plejo c es raíz de f (a) de multiplicidad y. 

La raíz de multiplicidad igual a la unidad suele llamarse de 
multiplicidad 1 y la raíz de multiplicidad superior a la unidad, múl- 
tiple. 

Se puede dar otra definición equivalente de la raíz de multipli- 
cidad dada: el número complejo a se denomina raíz de multiplicidad 
a del polinomio f (2) si para f (2) es válida la representación 


1 (2) = (2 — ajep (2), donde y (a) 0. (7.19) 


Nuestro objetivo es formular la condición necesaria y suficiente 
de que el número complejo a sea raíz del polinomio f (2) de multipli- 
cidad a. 

Denominamos derivada del polinomio f (z) el polinomio J' (2) obte- 
nido por la diferenciación formal*) de f (z) respecto a z. Ante Lodo de- 
mostromos la afirmación siguiente. 

Lema 1. Si el número complejo a es raíz de multiplicidad œ del 
polinomio f (2). entonces este número a es raíz de multiplicidad (a — 1) 
del polinomio f (2). 

onservación , En particular, cuando æ = 1, el número a, siendo 
raíz do multiplicidad 1 do f (2), no es raíz de f’ (2). 

DEMOSTRACION. Por la condición, para f (z) es válida la repre- 
sentación (7.19). Diferenciando la fórmula (7.19), tendremos 


f (2) =a (2 aJ0-19 (2) +(2— a)" (2), 
t (5) =(2— ajo! qe (2), (7.20) 


Qı (2) = ag (z) + (z — a) q” (2). 
Puesto que q, (a) = ap (a) 0, la fórmula (7.20) significa que el 
número a es raíz de multiplicidad (x — 1) del polinomio /' (2). El 
loma queda demostrado. 
Teorema 7.2. Para que el número complejo a sea raíz de multipli- 
cidad œ del polinomio f (2) es necesario y suficiente que se cumplan las 
condiciones siguientes: 


1(0)=f (a)=...=f5-0(8)=0, 1% (a) 0. (7.21) 
DEMOSTRACION. 1) NECESIDAD. Sea a raíz de multiplicidad æ del 
polinomio f (z). Entonces, según el lema 1. el mismo número a es 


raíz de multiplicidad (æ — 1) del polinomio f' (2), es también raíz 
de multiplicidad (a — 2) del polinomio /® (2), ... ., raíz de mul- 


o 


donde 


*) La diferenciación de f (z) respecto a z se realiza de tal modo como si z 
fuera variable real. 
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tiplicidad 1 del polinomio f(4-1 (z), es decir, 
1) =f (0)=...=/2-0(0)=0. 


Según la observación del lema 1, el número a no es raíz del polino- 
mio J% (z), o sea, [(2) (a) += 0. Las condiciones (7.21) se cumplen, lo 
que queda demostrado. 

2) surICIENCcIA. Sean cumplidas las condiciones (7.21). Es necesa- 
rio demostrar que el número a es raíz de multiplicidad æ del poli- 
nomio f (2). Ya que (2-9 (a) = O, el número a es raíz del polinomio 
f(a-1) (z) de multiplicidad no inferior a la unidad. Por lo tanto, bà- 
sándose en el lema 1, el número a es raíz del polinomio /(2-2) (z) de 
multiplicidad no inferior a dos, es raíz del polinomio f(*-3) (z) de mul- 
tiplicidad no inferior a tres y raíz del polinomio f (z) de multiplicidad 
no inferior a a. 

Queda por demostrar que la multiplicidad de la raíz a del poli- 
nomio f (z) no es superior a a. Si esta multiplicidad fuera superior a 
a, entonces, según el lema 1, la multiplicidad de la raíz a del poli- 
nomio ¡(6-1 (z) sería superior a 1, de donde se desprendería que a es 
raíz de fœ (2), o sea, /(% (a) = 0, lo que contradice la última de 
las condiciones (7.21). El teorema queda demostrado. 


$ 4. Principio de la separación de raíces múltiples. 
Algoritmo de Euclides 


1. Principio de la separación de raíces múltiples. Planteemos la 
tarea: para un polinomio dado f (z) que tiene, hablando en general, 
raíces múltiples, hallar un polinomio F (z) que tiene las mismas raí- 
ces que f (z), pero de multiplicidad 1. Para lograr este fin introduzca- 
mos algunos conceptos nuevos. 

Definición 1. Denominamos divisor de dos polinomios J (2) y y (2) 
cualquier polinomio que divide ambos polinomios f (2) y y (2). 

Definición 2. Denominamos mázimo común divisor de dos polino- 
mios f (2) y q (2) un divisor de éstos tal que se divide por cualquier otro 
divisor de estos dos polinomios. 

Nos ponemos de acuerdo designar el máximo común divisor de 
dos polinomios f (2) y ¢ (z) por el símbolo D 1f(2). p (2)). 

Observemos que de la definición del máximo común divisor se 
desprende que él está definido con exactitud de hasta un factor ar- 
bitravio constante. 

Volviendo a la tarea enunciada al comienzo del presente párra- 
fo, podemos ahora verificar fácilmente que el polinomio buscado 
F (z) tiene la forma 


-— 40 
FO= Dra ror (122) 
En efecto, sea 


H()=(2aJ(2—0)0... (20), (7.23) 
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donde a, b, ....., c son raíces diferentes. Entonces, según el teore- 
ma 7.2, para el polinomio f' (z) es válida la representación 


Y (2) = (2—aje-t(2—b)ó-1... (z—c)?-t 4p (z), (7.24) 


donde y (2) no comprende factores (z — a), (2—D),.... (20). 
Comparando las fórmulas (7.23) y (7.24) es evidente que 


DU), $ (2))=(2—a)e1(2—b)0-1... (2—e)v=4. (7.25) 


A su vez, comparando las fórmulas (7.23) y (7.25) es evidente que ei 
polinomio F (z) definido por la fórmula (7.22) tiene la forma 


PF (z) = (z — a) (z — b) . . . (2—c). (7.26) 


Por lo tanto. queda demostrado que el polinomio F (z) definido por 
la fórmula (7.22) tiene las mismas raíces que el polinomio / (z) pero 
todas las raíces son de multiplicidad 1. 

De esto modo, la tarea de separar raíces múltiples se reduce a la 
de construir el polinomio F (z) definido por la fórmula (7.22), va- 
liéndose del polinomio dado f (2). 

Ya que el denominador de la fórmula (7.22) comprende el máxi- 
mo común divisor de dos polinomios f (2) y f’ (2), surge el problema 
de hallar el máximo común divisor de dos polinomios. Pasamos a 
resolver este probloma. 

Búsqueda del máximo común divisor de dos polinomios (algo- 
ritmo de Euclides). Sean dados dos polinomios completamente 
arbitrarios / (z) y q (z). Se exige hallar su máximo común divisor, 
Sin limitar la generalidad, consideremos que el grado de q (2) no es 
superior al grado de f (2). Entonces, al dividir f (z) por p (2) en co- 
lumna, llegamos a la fórmula (7.13), (véase el $ 2) 

14) = g (2) g (2) | or (2, (1.27%) 
en la cual, como se demuestra en el $ 2, el grado del resto r, (2) es 
menor que el grado del divisor q (z). Esto nos permite di en 


columna nuevamente ẹ (z) por r, (2). Como resultado de la división, 
obtenemos la fórmula análoga a la (7.13): 


e (2) = r (04 (3) + ra (3), (27m) 


en la cual el grado del resto rẹ (z) es inferior al grado del divisor 
ra (2). 

* "Luego, dividimos en columna r, (z) por r; (2). etc. Como resultado 
obtenemos 


r, (2) = ra (2) q (2) + ra (2). (7.27%) 


Fana (2) = Par (2) gaai (2) + ra (2)- (7.27%) 
Ya que en toda división en columna el grado del resto disminuirá 
al menos en la unidad, al repetir el proceso descrito un número bas- 
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tante grande k veces, obtenemos, que a (k + 1)-ésimo paso, el resto 
será igual a cero*), es decir 

Fama (2) = Fa (2) ga (2). (7.27) 
Demostremos que el último resto r, (z) diferente de cero es el má- 
ximo común divisor de los polinomios f (2) y 4 (2). 

Basta demostrar dos afirmaciones: 

1) los polinomios f (2) y y (z) se dividen por ra (z) (esto significa 
que ra (z) os uno de los divisores de f (z) y 9 (2); 

2) el polinomio rs (z) se divide por cualquier divisor rẹ (z) de los 
polinomios f (2) y y (2) (esto significa que r, (z) es el máximo común 
divisor de dichos polinomios). 

Para demostrar la afirmación 1), observemos que, en virtud de 
(7.27%+), ra~ (2) se divide por r (2), y, entonces, conforme a (2, 
Fu» (2) se divide por ra (z) . . . Pasando de esta forma de una igual- 
dad para otra en (7.27%) (7.271), demostremos, por fin, que y (2) y 
f (2) so dividen por r, (2). 

Ahora, demostremos la afirmación 2). Sea rọ (z) cualquier divisor 
de los polinomios f (z) y y (z). En virtud de la igualdad (7.271), r, (2) 
se divide por rẹ (2), y, entonces, conforme a la igualdad (7.27%), 
ra (2) se divide por rọ (2), en virtud de la igualdad (7.273), rs (z) se 
divide por re (z) . . . Pasando de una igualdad para otra en (7.271) — 
(7.27%), demostremos, en fin, que 7, (z) se divide por ra (2). 

Por lo tanto, hemos argumentado completamente el proceso an- 
teriormente descrito de búsqueda del máximo común divisor de dos 
polinomios. Este proceso suele llamarse algoritmo de Euclides. 

vsempLo. Hallemos el máximo común divisor de dos polino- 
mios**) 

M)=x—2P+32-241 y 0()=4P— 62 + 61 —2, 
Al dividir f (2) por q (2) en columna, tendremos 
2-24 32—2 44 [4—6 + 62 —2 


Pa 


*) Si el resto no se anula a algún paso intermedio del proceso descrito, 
entonces, después de un número k de pasos obtenemos el resto ra (2) de grado 
nulo. Entonces, el siguiente resto rp+, (2) es anticipadamente igual a cero (ya 
que ualgues polinomio se divide por el polinomio de grado nulo). 

+) Es fácil ver que y (o) = f (2). 
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Después deberíamos dividir ọ (z) por el polinomio contorneado por 
la línea punteada. Sin embargo, puesto que el máximo común divisor 
se define con exactitud de hasta un factor constante arbitrario, es con- 
veniente multiplicar el resto contorneado por la línea punteada por 
4/3 y dividir «p (z) por el polinomio z* — z | 1. Como resultado, 
obtenemos 


_ AP 6R462 2 |j2—z+1 
43424 42 aa 
AA 


—22%4 222 


el resto es igual a cero. 
De este modo, el máximo común divisor de los polinomios f (z) 
y 6 (2) es igual a 2 — z +1, es decir, 


OS 


OBSERVACION 1. En el ejemplo anteriormente aducido, para que 
sea más sencillo hemos tomado los polinomios f (2) y y (z) con coefi- 
cientes reales. Los mismos métodos quedan también en vigor para 
los polinomios con coeficientes complejos. 

OBSERVACIÓN 2. Cabe notar que hasta el presente no tenemos prác- 
ticamente métodos numéricos estables para calcular las raíces de 
poHnoinios arbitrarios con exactitud dada. Sin embargo, teniendo 
la información anticipada sobre la posición de la raíz buscada del 
polinomio en cierto segmento del eje numérico, podemos calcular 
esta raíz con la exactitud que nos interesa empleando los métodos 
expuestos en el $ 1 del cap. 3 del tomo 2. 


$ 5. Desarrollo de la fracción racional propia 
con coeficientes complejos en la suma 
do fracciones simples 


Se denomina fracción racional la razón de dos polinomios alge- 
braicos. La fracción racional se denomina propia si el grado del po- 
linomio situado en el numerador es menor que el del polinomio situ- 
ado en el denominador. En caso contrario, la fracción racional se 
denomina impropia. Como regla, denotamos la fracción racional por 
el símbolo T tomando P (z) y Q (z) por polinomios algebraicos. 

Lema 2. Sea 2 
el número complejo a como la raíz de multiplicidad a, es decir, 


Q (2) = (2 — a)%g (z), donde y (a) + 0. (7.28) 


fracción racional propia cuyo denominador tiene 
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Entonces, para esta fracción es válida la siguiente fórmula: 


Pa A va 
TOT eea eae aa 


donde A es constante compleja igual a ZO ; k, número entero >, y 
y (2), cierto polinomio. Además, la última fracción en el miembro de- 
recho de (7.29) es propia. 

Demostracion. Denotemos mediante A el número constante de 


tipo A = 222 y consideremos la diferencia 


P 
Q a 


Reduciendo dicha diferencia al denominador común, tendremos 


Pa A _ PA) LH 
OE ua e—a E (7.30) 


donde se denota mediante ® (z) el polinomio de tipo D) =P (0) 
— Ag (z). Ya que D (a) = P (a) — Ap (a) = 0, el número com- 
plejo a os raíz del polinomio W (z) de cierta multiplicidad k>1, o sea, 


0 (a) = (z — ap (2), donde y (a) 40. (7.34) 
Poniendo la expresión (7.31) en la fórmula (7.30), tendremos 
P (2) 


) 
e e Tr 030 


a * 


Por lo tanto, la fórmula (7.29) queda demostrada. Falta sólo cercio- 
rarso de que la fracción situada en el miembro derecho de (7.32) es 
propia. Esto se desprende directamente de que la diferencia de dos 
fracciones propias es fracción propia**). 

El lema 2 queda demostrado. 

Del loma 2 se desprende directamente el siguiente teorema notable 
que demuestra la posibilidad de desarrollar la fracción racional pro- 
pia en la suma de fracciones simples. 


Teorema 7.3. Sea 05 [racción racional propia cuyo denominador 
tiene la forma 
Qla) =(2—a)* (ab)... (20). (1.33) 


*) El número A tiene sentido, ya que $ (a) + 0 en virtud de (7.28). 
ES Es fácil cerciorarse de esto reduciendo la diferencia de fracciones pro- 
pias al denominador común. 
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Entonces, para esta fracción es válida la siguiente expresión: 
PA A A en 
a EI F 
B, B, Bi 
ta rr teta 


i 


C, C, pa 
taap tpat tge 73 


En esta expresión Ay Ap... das By Bao Bpi aon 
Ci, Ca, + . ., Cy son ciertos números complejos constantes, algunos de 
los cuales pueden ser iguales a cero. 


DEMOSTRACIÓN. Primero, apliquemos el lema 2 a la fracción 72 , 


teniendo en cuenta que el número complejo a es raíz de Q (2) de 
multiplicidad a. Con esto, obtenemos la igualdad (7.32). Al miembro 
dorecho de esta igualdad volvamos a aplicar el lema 2, teniendo en 
cuenta que el número complejo a es raíz de multiplicidad a — k 
(para a — k > 0) del denominador de dicho miembro derecho o, en 
virtud de la descomposición (7.33), el número complejo b es raíz de 
multiplicidad f (para a — k = 0) de este denominador. Como re- 
sultado, obtenemos la igualdad análoga a (7.32). A su miembro de- 
recho puede aplicarse nuevamente el lema 2. Continuando los razo- 
namientos análogos (o sea, aplicando sucesivamente el lema 2 respec- 


lo a todas las raíces de Q (2)), obtenemos, para la fracción 2C, la 


expresión (7.34). El teorema queda demostrado. 

OMSERVACION. Ya que en el lema 2 el número k puede ser mayor 
que la unidad y el polinomio P (z) puede tener raíces coincidentes 
con las de Q (2), entonces, en la fórmula (7.34), algunos de los coefi- 
cientes Ar, .. Aas Br, -a Bpr |.s Ci + > -, Cy pueden ser 
iguales a cero. 


$ 6. Descomposición del polinomio algebraico 
con coeficientes reales en un producto 
de factores reales irreductibles 


Hemos examinado anteriormente el desarrollo de una fracción 
racional con coeficientes complejos en una suma de fracciones sim- 
ples. Ahora nuestro objetivo es hallar el desarrollo dela fracción 
racional con coeficientes reales en una suma de fracciones simples con 
coeficientes reales. 

Para lograr esto, ante todo debemos hallar la descomposición 
del polinomio algebraico con coeficientes reales en un producto de 
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factores reales irreductibles. Este problema se examina en el pre- 


sente párrafo. 
Sea 

J= eaeh he (7.35) 

polinomio algebraico reducido con coeficientes reales cy, €s, . + -, Cn- 


Ante todo, demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 7.4. Si el número complejo a es raíz del polinomio alge- 
braico con coeficientes reales (7.35), entonces, el número complejo con- 
Jugado de él*) a es también raíz del polinomio (7.35). Además, si la 
raíz compleja a es de multiplicidad )., entonces, la raíz a también es, 
de la misma multiplicidad, 

DEMOSTRACION. Demostremos, ante todo la síguiente afirmación 
auxiliar: si f (z) es polinomio con coeficientes reales, entonces la 
magnitud compleja f (2) es conjugada respecto a la magnitud f (z). 
Baste demostrar que, para cualquier número n, la magnitud (2)" 
es conjugada respecto a la magnitud z", Lo último se desprende in- 
mediatamente de la forma trigonométrica del número complejo. En 
efecto, sea 

z = p (cos O + ¿sen 0). 
Entonces 
Z = p Icos (—0) + ¿ sen(—0)l. 
En virtud de la fórmula de Moivre (7.11), 
A 2" = p" (cos On + ¿sen 8 n), 
G)" = p" [cos (—0n) + i sen (—On)] = p” (cos On ~- isen On). 


Comparando dos últimas fórmulas se desprende que (2)" es magnitud 
conjugada respecto a 2". irmación auxiliar queda demostrada. 

Sea ahora que el número complejo a es raíz del polinomio f (4), 
o sea, f (a) = Ô. En el $ 1 de este capítulo hemos deducido que el 
número complejo es igual a cero si, y sólo si, es igual a cero el nú- 
mero conjugado de él. Por lo tanto, se desprende de la igualdad 
1 (a) =0 y de la afirmación auxiliar anteriormente demostrada 
que f (a) = 0, ó sea, ol número a es raíz de f (2). 

Sea dado que la multiplicidad de la raíz a es igual a A. Entonces, 
en virtud del teorema 7.2, 


1)=1(0)=/9(0)=...=f%-9(4)=0; [M(a)%0. (7.36) 
Ya que el número complejo es igual a cero si, y sólo si, es igual a cero 


el número conjugado de él, entonces, de la afirmación auxiliar an- 
teriormente demostrada y de las relaciones (7.36) se desprenden las 


+) A continuación, siempre denotaremos el númoro complejo conjugado 
por el mismo símbolo que el número dado, poro con una raya por arriba de éste. 
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relaciones siguientes*): 

19=1(D=/9(=...=/9-9()=0, [9(8) 40. (7.37) 
En virtud del teorema 7.2, las relaciones (7.37) significan que el 
número a es raíz de f (z) de multiplicidad A. El teorema 7.4 queda 
demostrado. 

Empleando el teorema 7.4, hallemos la descomposición del poli- 
nomio f (z) con coeficientes reales**) en un producto de factores 
reales irreductibles. Sea que el polinomio f (z) tiene raíces reales 
bis Das > > »7 Om de multiplicidados Br, Ba, - » -,_Bm, respectivamen- 
te, y pares de raíces complejos conjugados a, Y Gi, &s Y ar ---, Qm 
y a, de multiplicidades M, Az, - . -, An para todo par respectiva- 
mente. 

Entonces, según los resultados del $ 3, el polinomio f (z) puede 
representarse en la forma 
10) =(2— b)" (eb)... (Ed) (2— a)” x 

X (za) (z—a,)™ (2—ay”... (ra, n(z—a,)'n. (7.38) 
Denotemos las partes real e imaginaria de la raíz a, (k = 1, 2, ... 
+ -+ R) Por ua y Un, respectivamente, es decir, sea que a, = Un 
+ iva. Entonces, 2, = Un — iva. Para cualquier k = 1, 2, ..., n, 
transformemos la expresión 
a) (z — an) = [(2 — a) (22) = 
= [(2 — up — tv) (2 — un H iva) P = 
=i m HA h= (a peg), (7.39) 


donde 
Pr = —24g, qh = uh + vh. 
Poniendo (7.39) en (7.38), obtenemos definitivamente la siguiente 


descomposición del polinomio f (z) en el producto de factores reales 
irreductiblos: 


10) =(2 b) (1— b)" .. . (2d im x 
X (22 Pin + ga)! (a Pat + qa) (at po gn) nr (7.40) 
Llegamos a la conclusión de que el polinomio / (z) con cooficientes 


reales se descompone en el producto (7.40) de factores irreductibles 
con tal que los factores correspondientes a las raíces reales tienen 


+) Además, tomamos en consideración que la derivada del polinomio con 
cooficiontes reales es también polinomio con coeficientes reales. 

*») A continuación, tendremos que tratar con polinomios de la variable 
quo toma solamente valores reales. Por eso, para designarla es más conveniente 
emplear la lotra z y no z. 
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forma de binomios en potencias iguales a la multiplicidad de raíces, 
y los factores correspondientes a los pares de raíces complejos tienen 
forma de trinomios cuadrados en potencias iguales a la multipli- 
cidad de estos pares de raíces. 


$ 7. Desarrollo de la fracción racional propia 
con coeficientes reales en una suma de 
fracciones simples con coeficientes reales 


Tienen lugar dos afirmaciones siguientes. 

Lema 3. Sea p fracción racional propia con coeficientes reales 
cuyo denominador tiene el número real a como raiz de multiplicidad 
a, es decir, 

Q (2) =(2—a)=q (2), donde q (a) 40. 
Entonces, para esta fracción es válida la siguiente expresión: 


Pi)__A y 
rad TS aaj 
Pie) 


En esta expresión, A es número real igual a A = LO, k es múmero 


entero >1, y Y (z), cierto polinomio con coeficientes reales con tal que 
la última fracción en el miembro derecho de (7.41) es propia. El lema 3 
no necesita demostración, puesto que se desprende inmediatamente 
del lema 2. Hay que solamente tener en cuenta que, siendo P (z) y 
Q (z) polinomios con coeficientes reales y a, raíz real, los polinomios 
p(x) y w(z) también tienen coeficientes reales y, por tanto, la cons- 


a) 
tante A = qia es real, 


Lema 4. Sea ZE fracción racional propia con coeficientes reales 
cuyo denominador Q (z) tiene los números complejos a = u + iv 
y a = u — iv como raíces de multiplicidad à, es decir, 

Q(z)= (27+ pz -+g)g (2), donde q (a) +0, 
9()%0, p=—2u, q=u?+i?. (7.42) 
Entonces, para esta fracción es válida la siguiente representación: 
Pl) _Mi4N 10) 7.43 
A Air rt Et) 
En esta expresión M y N son ciertas constantes reales, k es número en- 
tero >1, y y (z) es un polinomio con coeficientes reales con tal que la 
última jracción en el miembro derecho de (7.43) es propia. 


DEMOSTRACION DEL LEMA 4. Nos ponemos de acuerdo designar la 
parte real de la magnitud compleja A por el símbolo Re [A], la 
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parte imaginaria, por el símbolo Im [4]. Pongamos*) 


ES —rf20 P (a) 
m-[59]. N= Re [55 reJ, 


ificar que dichas M y N son la solución de la si- 


Im 
v 


No es difícil 
guiente ecuació 


P (a) — (Ma + N) p (a) = 0. (1.44) 


En efecto, al dividir esta ecuación por q (a) y al igualar a cero las 
partes reales e imaginarias, obtenemos dos igualdades 


Mü+N=Re [28 } 


el > 


P (a) 
Mom [2E], 


empleando las cuales determinamos M y N, anteriormente puestos. 
Ahora consideremos la diferencia 


Pz) __ Mz+N 

QD (apra? 
Reduciendo dicha diferencia al denominador común, tendremos 
Pl) __ MEAN PMA NIG 
a 


p aq) 

(++ gle) * 
Aquí, mediante 0 (z) se denota el polinomio con coeficientes reales 
de tipo ® (z) = P (2) — (Mz + N) q (2). La igualdad (7.44) per- 
mite afirmar que el número complejo a, y, por lo tanto, en virtud 
del teorema 7.4, el número a conjugado de él son raíces del polino- 
mio Y (z) de cierta multiplicidad k > 1. En este caso, para el poli- 
nomio Ọ (z) es válida la representación 


O (z) = (z? + pz + q)" y (2), (7.46) 


donde y (z) es cierto polinomio con coeficientes reales que no tiene 
los números a y a como raíces. Poniendo la expresión (7.46) en la 
fórmula (7.45), obtenemos la expresión (7.43). La última fracción 
situada en el miembro derecho de (7.43) es propia lo que se des- 
prende de que esta fracción es igual a la diferencia de dos fracciones 
propias. 

El loma 4 queda demostrado. 


(7.45) 


*) En virtud de (7.42), (a) += 0, así que se puede considerar la rolu- 
ción 2 (y (a). Le r 
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La aplicación sucesiva de los lemas 3 y 4 a la fracción P (2)/0 (2) 
rospecto a todas las raíces del denominador nos lleva a la siguiente 
afirmación notable. 

0 


Teorema 7.5. Sea ¡y fracción racional propia con coefi- 
cientes reales cuyo denominador tiene la forma 
0 (oy oyo... (ao x 
X (HPEH) -o (4 Pat + qn). 


Entonces, para esta fracción es válido el siguiente desarrollo en la suma 
de fracciones simples: 


Pe) BP Bo EN 
a TS o 
Bi Bam Pi 
+ + a A ra + 
MPEENP | MPEENP y 
Fmt i keta 
MAN Mis 4 Ni 
at e 
SN Mus + No 


Ho a 0 


En este desarrollo BP, BS, ..., Bm, MP, NP, o M, NIR 


son ciertas constantes reales, una parte de las cuales pueden ser 
iguales a cero. 

OBSERVACIÓN . Para determinar concretamente las constantes que 
acabamos de mencionar, hay que reducir la igualdad (7.47) al deno- 
minador común y, después, comparar los coeficientes de potencias 
iguales de z en los numeradores. 

EJEMPLOS Y EXPLICACIONES. 

1°. Desarróllense la fracción propia 


24 rra 
GITA 4+0 


en la suma de fracciones simples. 

Al cerciorarse de que el trinomio cuadrático z? + x + 4 tiene 
raíces complejas, buscamos, según el teorema 7.5, el desarrollo en 
la forma 

2Pqám4 42 Be y Bi MEAN 
e e E e E 


14-607 
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Reduciendo la igualdad (7.48) al denominador común, obtenemos 
2 rl BI OA (A OA (MEN) (244) 
ESD ert C a] . 
Comparando los coeficientes de 2%, xt, z? y x* en los numeradores, 
llegamos al sistema de ecuaciones*) 
B,+M= 
B,+N—2M =4, } 
B,+M—2N =1, 
=B, +B, +N 
Resolviendo este sistema, hallemos B, = 2, B, = 3, M = 0, N = 1. 
Definitivamente, obtenemos 
párr a 2 
SS 
El método para hallar el desarrollo, de la fracción racional propia 
que acabamos de ilustrar se denomina método de coeficientes inde- 
terminados. Siempre lleva el objetivo; no es necesario demostrar la 
resolubilidad del sistema de ecuaciones obtenido después de aplicar 
este método. La resolubilidad se desprende del teorema 7.5. 

2. Ilustremos el método de coeficientes indeterminados con 
otro ojemplo. Se necesita hallar el desarrollo de la fracción propia 
d+ 294301 
-DeF 
Ya que el trinomio cuadrado z? + 1 tiene raíces complejas, busca- 

mos, según el teorema 7.5, el desarrollo en la forma 
Batt 2 AB MAN, MN, 
E-DAFI 2 E 2341 4 PP 


3 1 
tata: 04) 


Reducimos la última igualdad al denominador común y después 
comparamos sus numeradores. Obtenemos 
Brt 4 2004 Ba 1 o B (ame 2041) + 

+ (MA+N y) (222422) +(M474 Na) (2—2). 
Comparando los coeficientes de 2%, x!, z°, x* y z*, llegamos al sis- 
tema de ecuaciones 


B+M,=3, 
N,—2M,=2, 
2B+M,—2N,+ M,=3, } 
—2M,=0, 
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Resolviendo este sistema, hallemos B = 3, M, = 0, N, = 2, M, = 
=1 y N, =0. En definitiva, obtenemos 


IA EIA 2 z 
ea ep a tart EFI (7.50) 


3”. Como se desprende de los ejemplos considerados, el método 
de coeficientes indeterminados es bastante laborioso. Por eso cuando 
es posible, es lógico hallar otro método más simple para buscar coofi- 
cientes en el desarrollo de la fracción racional propia en la suma de 
las fracciones simples. Sea que el denominador Q (z) de la fracción 
racional propia P (2)/0 (z) tiene ol número real a como la raíz de 
multiplicidad a. Entonces, entre los fracciones simples que integran 
la suma del desarrollo de la fracción P (2)/Q (z) habrá la fracción 


(7.54) 


Soñalemos un método muy simple para calcular el coeficiente 4 
de esta fracción simple. Empleando el lema 3 y la fórmula (7.41), 
nos cercioramos de que el coeficiente A es igual a 


A=P(a)/p(a), donde p(2)=0(0/(2—a)”. 


Llegamos a la regla siguiente: para calcular el coeficiente A de la 
fracción simple (7.51) correspondiente a la raíz real a de multiplicidad 
a del polinomio Q (z), hay que eliminar el factor (z — a)" en el deno- 
minador de la fracción E al y en la expresión restante tomar x= a. 

Dicho procedimiento de buscar el coeficiente A suole llamarse 
método de eliminación. Señalomos que este procedimiento es aplicable 
solamente a los cálculos de coeficientes de potencias superiores de 
fracciones simples correspondientes a las raíces de Q (2). 

El método de eliminación es especialmente eficaz si el denomi 
nador Q ll tiene solamente raíces reales de multiplicidad 1, es decir, si 


Q (z) = (z — a) (z — as) . . . (2— an). Entonces, como sa- 
bemos, es válido el desarrollo 
Pa) A A A 
E tt 


cuyos coeficientes pueden calcularse por el método de eliminación. 
Para calcular el coeficiente A, debemos eliminar el factor (z — 47) 
en el denominador de la fracción P (2)/Q (2) y en la expresión restan- 
te tomar z = ap. 

EJEMPLO. Hállese el desarrollo de la fracción 


z414 
tieJ: (7.52) 
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Según el teorema 7.5, ponemos 
zi 
06-37 + 
Para hallar A,, eliminamos, en la sariin (7.52), el factor (z — Y 
y en la expresión restante tomamos z = 1. Obtememos A, 
De modo análogo, hallamos A, = 1/2, A, = 3/2. 
En definitiva, obtenemos 
z+1 _ 3 
G—Dr(+-2 1 tot 2-3 * 


(7.53) 


$ 8. Problema de integración de la fracción 
racional 


Ahora estamos preparados para resolver, en forma general, el 
problema de integración de la fracción racional con coeficientes 
róales. 

Ante todo, notemos que este problema se reduce al problema de 
integración solamente de la fracción racional propia puesto que toda 
fracción racional impropia puede representarse (mediante la divi- 
sión del numerador por el denominador «en columna») en forma 
de la suma del polinomio algebraico y la fracción racional propia. 


EJEMPLO. 
dto 4r+1 
SFr T 
ya que 
-r41 | 24742 
Taipe e 272 1222 
PRA 
— 214 —21*—47 


el resto 144z 


Sabemos integrar el polinomio (recordemos que la integral inde- 
finida del polinomio es cierto polinomio de potencia que es más 
alta en una unidad). Queda por aprender a integrar la fracción ra- 
cional propia. En virtud del teorema 7.5, el problema de integración 
de la fracción racional propia se reduce a la integración de fraccio- 
nes simples de cuatro tipos siguientes: 

B Ma+N Mz4N 
L E à A A 

(op > ls +22 +9 pe Etp+g* 59 
Aquíf = 2, 3, . . .; à = 2, 3, , M, N, b, p y q son ciertos 
números reales con tal que el trinomio 7* + pz + q no tiene raíces 


reales, es decir, q = & > 0. 
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Demostremos que cada una de las cuatro fracciones mencionadas 
es integrable en funciones elementales. 

Las fracciones de tipo 1 y 11 se integran fácilmente empleando 
la sustitución t = z — b. Obtenemos 


| 20-831 L=81m114+C0=BInj2—b14+C, (1.55) 

B A 1 Es 

f To BR 1% dr tee 
ato 050 


Para calcular la integral de la fracción de tipo MI, representemos 


el trinomio cuadrático en la forma (24p2+9)= (242) "+ 


+ (a— 7) y, teniendo en cuenta que q—-4>0, introduzcamos 


o pi 
en consideración la constante real a= p a—E. Haciendo la 


sustitución £=x=-+-4-, tendremos 


| ea e AE a 


aey an 2t dt 


aa 


at (N-77) | afar- 


2N—Mp 


E 


Queda por calcular lo integral de la fracción de tipo IV. Em- 
pleando las denotaciones anteriormente introducidas t=x+-, 


M 
z 


In (44 pz +4) + (7.57) 


bET 
a =y 1 -F, obtenemos 


(a a W fadam 
(bp ar (ea 
ajat 

o E) a 


d= 
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La integral que nos interesa será calculada si se calculan las 
integrales 
dt 


1=f ALE fs 


MI 
La integral 7 se toma olementalmente: 


Ey 1 4 nET: 1 a 
A RÓS at 


La integral K, fue calculada en el ejemplo 6 al final del $ 2 del 
cap. 6. Allí, hemos obtenido para esta integral, la fórmula recu- 
rrente (6.12) que permite calcular sucesivamente K, para cualquier 


4=2,3,... basándose en que 
d 1 1 
K = PA gge 


Así pues, hemos calculado Jas integrales de todas las cuatro fraccio- 
nes simples (7.54) y hemos demostrado que cada una de estas inte- 
grales es unción elemental*). Por lo tanto, llegamos al siguiente 
teorema que resuelve el problema de integración de la fracción 
racional. e 

Teorema 7.6. Toda fracción racional es integrable en funciones 
elementales. 

Para concluir este párrafo, examinemos ejemplos para calcular 
las integrales indefinidas de fracciones racionales. Calculemos las 
integrales indefinidas de tres fracciones consideradas en el párrafo 
anterior (7.49), (7.50) y (7.53). Empleando tres fórmulas menciona- 
das, así como las fórmulas (7.55), (7.56) y (7.57), tendromos: 


PTE n f2 
L el rdt 


de 
+| gitt | agern 
3 2 
Aa 
ar42 +31 
| 
Ap | affpame—a + 


d{z*. 
+2arotgz++ f Hii =3 In |2—2] + 


2 
+2arctgr— y tC 


) Se expresa más exacto por el logaritmo, arco tangente, y la función 
racional. 
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2+1 ps 2 de 
-f DET a= -i d+ Z+ 
+f zey X= 2n 12114 ln 11 + 
$ l2214+C. 


$ 9. Método de Ostrogradski 


M. V. Ostrogradski*) propuso un método ingenioso de separar 
A darte racional de la integral de la fracción racional propia P (2)/ 
10 (2). 

Analizando la forma de las integrales de cuatro fracciones sim- 

los (7.54), se puede hacer las deducciones siguientes: 

1) Las integrales de las fracciones de tipo I y III cuyos denomi- 
nadores comprenden binomio o trinomio en primera potencia, res- 
pectivamente, son funciones trascendentes (son iguales al logaritmo 
o al arco tangente). 

2) La integral de la fracción de tipo II cuyo denominador comp- 
rende un binomio en potencia $ > 1 es fracción racional propia con 
el denominador igual al mismo binomio en potencia B — 1. 

3) La integral de tipo IV cuyo integrando comprende en el 
denominador un trinomio en potencia A resulta**) ser igual a la 
suma de la fracción racional propia con el denominador igual al mismo 
trinomio en potencia à — 1 y la integral que se reduce al arco tangente 

z 
const | > 

Las deducciones 1), 2), 3) permiten concluir a qué os igual la 
parte racional de toda la integral de la fracción propia P (z)/Q (2) 


que, además, se considera irreducible. Sea que el denominador Q (z) 
tiene la forma 


Q (2) = (21—b,)™ ... (2— bm)" (13+ pia 
+07. (4 part gn)". (7.58) 
Entonces, la parte racional de la integral de la fracción racional 


propia P (z)/0 (z) es igual a la suma de fracciones racionales pro- 
plas cuyos denominadores son respectivamente iguales a 


(a E no, 
E A (Pat H DIN 


La parte racional de la integral de la fracción P (2)/Q (z) es, obvia- 
mente, la fracción racional propia P, (=)/Q, (z) cuyo denominador 
*) M. V. Ostrogradski, matemático ruso (1801—1861). 


*») Tomando en consideración la fórmula recurrente (6.12) obtenida en la 
parte final del $ 2 del cap. 6. 
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Qı (z) tiene la forma 
MN ES 
x(t pata yl. (nr) "+ (7.59) 


Calculemos ahora la suma de las fracciones simples cuyas integrales 
son funciones trascendentes. De las deducciones 1) y 3) se deduce 
que osta suma es igual a la fracción racional propia P, (2)/0, (z) 
cuyo denominador Q, (z) es igual a 


Qa (2) = (z — bı) . . . (2— bm) (2° + piz + q)... 
a. (° + paz + ga). (7.60) 


De este modo, Megamos a la siguiente fórmula que fue obtenida por 
primera vez por M. V. Ostrogradski: 


P (z) mii P, (2) Po (z) 
gomat | g ie (7:69) 


En la fórmula de Ostrogradski los polinomios Q; (z) y Qs (z) se de- 
terminan por las fórmulas (7.59) y (7.60) y pueden calcularse sin 
descomponer el polinomio Q (z) en el producto de factores irreductibles. 

En efecto, conforme a los resultados del $ 4 (véase la fórmula 
(7.25), el polinomio Q; (z) es el máximo común divisor de dos 
polinomios Q (z) y Q' (z) y puede calcularse valiéndose del algo- 
ritmo de Euclides (véase el $ 4). 

En vírtud de las fórmulas (7.58), (7.59) y (7.60), el polinomio 
Q, (2) es ol cociente Q (2)/Q, (z) y puedo calcularse dividiendo Q (z) 
por Q, (z) «en columna». 

Queda por calcular los polinomios P, (z) y P, (z). Puesto que las 
fracciones P, (2)/Q, (z) y Pa (2)/Q, (2) son propias, es lógico prefi- 
jar el polinomio P, (z) como polinomio con coeficientes indetermi- 
nados de grado inferior en una unidad que Q; (z), y Pa (z), como 
polinomio con coeficientes indeterminados de grado inferior en una 
unidad que Q, (z). Para calcular dichos coeficientes indeterminados 
se debe diferenciar la fórmula de Ostrogradski (7.61), reducir el re- 
sultado al denominador común y comparar los coeficientes de po- 
tencias iguales de z en el numerador. 

De este modo, el método de Ostrogradski es un procedimiento 
ingenioso para integrar una fracción racional sin desarrollarla 
anticipadamente en la suma de las simples. Este procedimiento es 
especialmente eficaz si las raíces de Q (z) son, en la mayoría, múlti- 
ples o si es difícil hallar las raíces de Q (z). 

EJEMPLO. Calcular por el método de Ostrogradski 


$ E 
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Tenemos 
Q (2) = 1 — 27° + 32? — 2r 4 4, 
O” (2) = 41? — 6z? + 6z — 2. 

Buscamos Q, (z) como el máximo común divisor de los polinomios 
Q (2) y Q' (2). Observemos que el máximo común divisor precisamen- 
te de estos dos polinomios ya fue hallado en el ejemplo considerado 
en la parte final del $ 4. Es igual a 

Q (a) = — z4. 
Al dividir Q (z) por Q, (z) «en columna», hallamos 

Qa) =ar. 


Prefijamos P, (z) y P, (z) como polinomios de primer grado coi: 
coeficientes indeterminados. 
La fórmula de Ostrogradski (7.61) toma la forma 


6722 _ Ar HB Ca D 
¡A AA a de (7.69) 
Para determinar los coeficientes A, B, C, D diferenciemos la fór- 
mula (7.62). Obtenemos 
6122 EN 
Er 
= 44014 B)10:0) , Cs4D 
3 eF TAO 
El resultado de diferenciación se reduce al denominador común des- 
pués de que se comparan los numeradores. Obtenomos 
6 — Ta — 3è = A (2 — z + 1) — (Ax + B) (22 — 1) + 
+ (Cz + D) (è — z + 1). 
Comparando los coeficientes de 2%, 21, x°, y z*, obtenemos el sistema 
de ecuaciones 
c=0, 
—A+D—=Cm—4, 
—2B=D4Cw—1, 
A+ B+D=8. 
Resolviendo este sistema, hallamos A = 2, B = 3, C = 0, D = 1- 
De este modo, la fórmula (7.62) toma la forma 
¡Tr r? 2z43 dz 
¡nl aT 
Al calcular la integral en el miembro derecho, hallamos definiti- 
vamente 
61228 __ 2443 2 234 
e ty e DO 
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$ 10. Integración de algunas expresiones 
irracionales y trascendentes 


En los párrafos anteriores hemos establecido que la integral de 
cualquier fracción racional es función elemental. En el párrafo 
presente consideremos otras clases de funciones integrables en fun- 
ciones elementales. Como regla, haciendo cierta sustitución reduciro- 
mos la integral de la función considerada a la integral de la fracción 
racional. En cuanto a dicha sustitución, decimos que ella racio- 
naliza la integral de la función considerada. 

1. Integración de algunas expresiones trigonométricas. Nos pone- 
mos de acuerdo que en adelante siempre designaremos cualquier 
función racional de dos argumentos z e y *) por el símbolo A (z, y). 

En este punto demostremos la integrabilidad en funciones ole- 
mentales de cualquier función de tipo 


R (sen z, cos 2). (7.63) 
Demostremos que la integral de esta función se racionaliza por la 
sustitución £= tg Z. En efecto, 


A 
Sc dei 


, cosz= „dih, 
1H ee 
r=2arctgt, dr= o 


así que 
2 14 2de 
| Rísenz, cosz) dz = $ Ri E) 

Puesto que la función racional de la función racional es también 
función racional, entonces la integral del miembro derecho de la 
última igualdad es integral de la fracción racional. 

Siendo universal, la sustitución £ = tg 5 que racionaliza la inte- 
gral de la función (7.63), lleva, con frecuencia, a cálculos volumino- 
sos. En relación con esto, señalaremos varios casos particulares 


en los que so puede racionalizar la integral de la función (7.63) 
empleando otras sustituciones más simples. 


) La función racional de dos entos se define del modo siguiente. 
So denomina polinomio de grado n de dos argumentos x e y la expresión de for- 
ma Pp (z, y) = ago + aot + any + arri + anty + a a Gonpo 
donde doo, arg, apn, -*. ., ayn 80n ciortos números constantes. Se denomina función 
racional do dos argumentos la expresión de forma Pn (2, YY/Qm (z, y), donde 
Pn (z, nes omio arbitrario de dos argumentos de grado n, Y Qm (2, Y), 
polinomio arbitrario de dos argumentos de grado m. 
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prende solamente potencias pares de u.) 

2°, Si, al variar el signo de u, la función R (u, v) también cambia do signo, 
os decir, R (un v) = =h (u, 1), entonces, ella se reduce a la forma R paa 
= R, (u^, v) u. (La propiedad 2* se desprende directamente de la propiedad 1° 
si la aplicamos a la función R (u, v)/u.) 

Considoromos ahora el problema de la racionalización de la integral de la 
función (7.63) para varios casos particulares. 

|. Soa que R (u, o) cambie designo al variar el signo de u. Entonces, según 
la propiedad 2, 


$ R (sen z, cos z) dz = f R (sen? z, cos z) sen z dz = 


mwa $ R, (1 — cost z, cos 2) d (cos z). 
(7.83) se raciona! por la sustitución 


De este modo, la integral do la fun 
4 = cos z» 

11. Luego, sea quela función R (u, v) cambia de signo al varlar el signo de v. 
Entonces, según la misma propiedad 2, 


$ Rísenz, cosa) de= | R, (son z, cos? z) cos z dz= 
=Í R, (sen z, 1— sen? z) d (son 2), 


es decir, la integral de la función (7.63) se racionaliza por la sustitución £ == 
= sen r. 
VI. En fin, sea que la función R (u, v) no cambia su valor si los signos de u 
y v varían simultáneamente, es decir, 
R (—u, v) = R (a, 0). 
Demostromos que en este caso la integral de la función (7.63) so racionaliza por 
la sustitución t = tgz. En ofecto, en este caso, 


R (u, )=R (Ea v) =R; (+. ») i 


Ra, 9=R (Lio) 0) = m (E, >) 


De esto modo, 


n ($. =)= 
Pero, entonces, según la propiedad 1°, 
RE.) 2 ($. 2). 
En definitiva, obtenemos 
Ríu, 0)= 


220 Cap. 8. Teoremas de las funciones diferenciables 


De aquí, 
f R (senz, cosa) az= | R, (tgz, cos? z) dz = 
4 1 de 
=| m (w2 77572) «Sm (+ 75) dir 
, desta tutga, amarse, dem E, 
ESEMPLOS, 4) Calcúlese la integral 71= È y 


a1. Aplicando la sustitución trigonométrica universal t= 5., obteno- 


mos 
2dt "ë 
z=2arotgt, dem, os 


de 2 de 
n=2f UFFA aSa RA $ =p 
+0 


Luego, es necesario considerar dos casos por separado: 1) 0 < a < 1, 2) a > 1. 
En el caso de que 0< a< i, 


am (V E Je 


2) Calcúlose la integral Za | ER. 


Ya quo el integrando cambia de signo al variar el sígno de sen z, entonces, 
según I, hay que hacer la sustitución £ = cos z. Como resultado, obtenemos 
Mt $ do pao 
A poora r f > 
—t t4V2 | 
= » c 
2V1 a| y] t 


l cos zp VŽ 


& 
cosz— V2 [+ 


E 
Y 
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3) Calcúlese la integral Z, = as 


Ya que el integrando conserva el valor si los signos de sen z y cos z varían 
simultáneamente, entonces, segón II, hay que hacer la sustitución £ = tE z. 
Como resultado, obtenemos 
tdt ES a (t) 1 1 
h= Sk $ A rtg (+C F arctg (tg) +C. 


2. Integración de irracionalidades fraccionales lineales. En; este 
punto demostraremos la integrabilidad en funciones elementales de 
cualquier función de tipo 


R (z, V ZE). (7.64) 
donde a, b, e y d son ciertas constantes, n es cualquier número positivo 


porera: a función de este tipo se denomina irracionalidad jraccional 
lineal. 


Demostremos que si ad—be0 la sustitución ¿=Y/ 243 

racionaliza la integral de la función (7.64). En efecto, 

Eto mb — (ad—be) nmi 
E Dem. a eM 


z= 


dt, 


así que 


TEA dn—» (ad— be) ntn=1 
f R (z, Vz] R (Em .1) o dt 
Ya que la función racional de una función racional es también fun- 
ción racional, entonces, la integral del miembro derecho de la última 
igualdad es integral de la fracción racional. Por lo tanto, queda 
demostrado que la integral de la irracionalidad fraccional lineal (7.64) 
se racionaliza por la sustitución 


eV E 
> +d’ 
eremoro. Calcúlese la integral Z= | y/ EL. Haciendo 
la sustitución 
AZ indit _ PA _ tae 
Ss is eE 


obtenemos 
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3. Integración de diferenciales binomiales. Se denomina diferencial binomial 

la expresión de forma 
27 (a + br")? dr, 

donde a y ò son constantes cualesquiera, y los exponentes de las potencias m, r 

ciertos números racionales. Examinemos el problema de la integrabilidad 

o funciones elementales de las diferenciales binomiales. 

Ante todo, soñalemos tres casos cuando la intogral de una diforencial bino- 
mial admito sustitución que racionaliza, 

1°. El primer caso corresponde a p entero. La diferencial binomial es irracio- 
nalidad fraccional lineal de tipo A (z, Y 2) dz, dondo r es el mínimo común múlti- 
plo de los números racionales m y n. Por lo tanto, en este caso, la sustitución 
t= Y racionaliza la intogral do la diforencial binomial 


2°, El segundo caso corresponde al número entero = + 2. Haciendo la susti- 
tución s= 2" y poniendo, para abreviar, g = rtr. — 1, tendremos 
$ am (a-+bz")P dz = 2 $ (a+09)P z da. (1.55) 


La función subintegral en el miembro dorecho de (7.65) es irracionalidad fracoio- 
Aaa lineal de forma R (z, Y 2 F bz), donde s es el denominador del número racio- 
Dal 

Je esto modo, en el segundo caso la diferencial bonomial se racionaliza por 
la sustitución 


t=yaiphi=y ari. 


3°, El tercer caso corresponde al número entero z +p). La función 


subintegral e el miembro derecho de (7.65) es irracionalidad lineal fraccional de 
atbz 


forma K 2), así que la integral de la diferencial binomial so raciona- 
liza por la sustitución de forma 


Y HE y 
VE Y 

A mediados del siglo pasado P. L. Chebishov *) demostró que tres casos 
anteriórmente mencionados agotan todos los casos cuando la diferencial binomial se 
integra en funciones elementales. e 

EJEMPLOS. 4). Calcúleso la integral / = f Va" $ nx 
X(a4b0)u0 de. Aquí m=—2, n=2, p=—1/2, así que mE! 
(el tercer caso). Haciendo la sustitución 


Y Fri 


tendremos 


*) P. L. Chebishov, gran matemático ruso (1821—1894). 


$ 10. Integración de algunas expresiones 23 


1 

2) Calcúlese la integral 7 = f z5 (1—2) Z dz. En este caso m=5, 

m44 
a 


n=2, p =j así que =3 (el segundo caso). Haciendo la susti- 


tución 
1=VIZA, z= VZP, dr=— Tr 
tendremos 


I= -$ U—Midi=— Sata $ pa $ nap FAm 
VE ya E pe, 


4. Integración de irracionalidades cuadráticas por sustituciones 
de Euler. En este punto demostremos la integrabilidad en funciones 
elementales de cualquier función de forma 


R (z, Vaz} bzF c), (1.66) 


donde a, b y c son ciertas constantes. La función de este tipo se deno- 
mina irracionalidad cuadrática. Naturalmente, consideremos que 
el trinomio cuadrático az* + bz + e no tiene raíces iguales (de lo 
contrario, la raíz de este trinomio puede sustituirse por una expre- 
sión racional). 

Demostremos que la integral de la función (7.66) siempre se racio- 
naliza por una de las llamadas sustituciones de Euler. 

En primer lugar, consideremos el caso cuando el trinomio cua- 
drático az? +- bz + c tiene raíces complejas. En este caso el signo del 
trinomio cuadrático coincide con el signo de a, y, debido a que el 
trinomio cuadrático (de que se extrao la raíz cuadrada) es positivo 
por el sentido, entonces, a > 0. 

De este modo, tenemos derecho hacer la siguiente sustitución: 


t=V aber y (7.67) 


La sustitución (7.67) suele llamarse primera sustitución de Euler. 
Demostremos que esta sustitución racionaliza la integral de la fun- 
ción (7.66) para el caso considerado. Elevando al cuadrado ambos 
miembros de la igualdad V az? + bz + ¢ = t— zV a, obtenemos 
bz 4- c =t — 2V Ttr, asi que 


a Pe rr Vte Ya 
CTE Vapor e= aVap 


—9 Vtt Ya 
dz=2 Var dt. 
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De esto modo, 
$ A, VarEi+o da 


e f ( Be Vin +bt4e Va ) 2 Vir+0o4c Va y 

iS 2Va+o * 2Va+o G Var+ o) S 
En el miembro derecho bajo el signo de la integral está la fracción 
racional. 

Ahora, consideremos el caso cuando ol trinomio cuadrático ax? +- 
+ bz + c tiene raíces reales no coincidentes z, y Zg. 

En oste caso az? + bz + c = a (z — 2) (£ — 2). Demostre- 
mos que entonces la integral de la función (7.66) se racionaliza 
haciendo la sustitución 

q YES, (1.68) 
zon 
que suele llamarse segunda sustitución de Euler. En efecto, elevando 
al cuadrado la igualdad V az? + bz Fc = t (x — 21) y reduciendo 
la igualdad obtenida por (z — x,). obtenemos a (£ — z) = t* (z — 
— 21), así que 


y a yaru Al 
z= matat, Varpio = ta a, 


La (z, — z) t 
de A ae. 


De este modo, 
$ Ríz, Va For podr 
e f R ( da e Alia) dl dt. 


En el miembro derecho bajo el signo de la integral, está la fracción 
racional. 


à _ de 
esempLos. 4) Calcúlose la integral 7 = Í vá: 
Puesto que el trinomio cuadrático 124x441 tiene raíces com- 
plejas, hagamos la primera sustitución de Euler 
t=V Frp. 


Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad Vi3fipi= 
= f — zx, obtenemos 224241 =fUr+at o 4 t= 1—2tx 
así que 
-i 2s Ë+t+i 
=p H=? gpa 
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De este modo, 


A A, B c 
2 E t- Ata e- 


tes indeterminados A, B y C se calculan fácilmente: 
, C = —3. En definitiva, obtenemos 


Los coefi 


1=21n || —$ In 1142414 um +e- 
=2Mm V 21 +2|-FIm]142:+ 


ETT 3 
T 
+2V 7 + lavar 2 VAR +C. 


2) Calcúlese la integral /= f aver Puesto què 


el trinomio cuadrático 1—2x—a* tiene raíces reales z; = —1 + 


+V2 y 2,=-—1—V2, hagamos le segunda sustitución de 
Euler (7.68) 


ViZE=A 
2414 V2 * 
Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad V 1=222A= 
=t(24+1 + V2), tendremos (—1)(24+1—-VD)=Mx+1+ 
+V?) así que 
E EE VE , VIZETA 


_ AY -_4vy2 
14 VI A A 
De este modo, 


E 
á ayz (E+E V241) 


Obtonemos la integral de la fracción racional que puede calcularse 
por el lector. 


5. Integración de irracionalidades cuadráticas mediante otros procedimien- 
tos. Aunque las sustituciones de Euler siempre racionalizan la integral do h 
función (7.66), ellas suelen llevar a cálculos muy voluminosos y complicados. 
Por cso, on la práctica se usan con frecuencia otros procedimientos do integración 
de la función (7.66). Estos procedimientos se examinan en el punto presente. 

Introduciendo la designación y = Vart + bz E € y teniendo en cuenta 
que y? es polinomio, podemos representar la función (7.66) en forma de la suma 


R (z, y) = R, (2) + R, (ly, 


15—607 
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donde R, (x) y Ra (z) son ciertas funciones racionales do una variable, Ya que 
la integral de R, (z) se toma (en funciones elementales), es suficiente calcular la 


iitegral de la ¡inción Ry (y. 

'a sabemos *) que toda fracción racional R, (z) puedo representarse en forma 
de la suma de un polinomio P (z) y la fracción ractonal propia Rs (2), A su vez, la 
fracción racional propia Ra (z) puede desarrollarse en la suma de fracciones 
simples. Tomándolo en consideración, podemos afirmar que el problema de 
integración de la función Aa (z)/y se reduce al cálculo de las integrales de tres 
tipos siguientes: 


7 dz, donde P (z) es polinomio. 


$ ——. dx, donde A y Bson constantes, a es número natural, 
EAS 
MI+N 
m. f HEM dz, donde M, N, pyg son constantes, A es 
ea z 
número natural con tal que g — a >0. 


Detengámonos en el cálculo de las integra! 
I. Para calcular la integral de tipo 
recurrente para la integral 


de tipo L, 11 y 111 por 
te todo establecemos la 


zM dz 
Im=S E, donde m=0, 4, 2, <» 


Para hacerlo, suponiendo m> 4, integremos la siguiente identidad que se veri- 
fica por la' dilorenciación: 


A Dis ms 
(amy) mo E ( -7 Z +m e E. 
Integrando esta identidad llegamos a la igualdad 
am-iy=malm+ (m — 4) BIm-y +m 1) mos. (7.69) 
Tomando m = 1 en la igualdad (7.69), hallamos 


he4- + i (1.70) 


Poniendo m = 2 en la igualdad (7.69) y emplearido el valor ya calcula- 
i e deir, la fórmula (7.70)), amos P. e: x 


Tr (2az—3b) y + -gir (309 hae) La 


dy 


Luego continuando los razonamientos análogos, llegamos a la siguiente fórmu- 
la común: 


Im = Pinar (2) y + Emos (1.74) 
dondo Pms (2) es polinomio de grado m — 1, y em, constante, Si en la integral 


de tipo 1"P (2) es polinomio de grado n, entonces Ta integral de tipo 1 será igual 
a coca dl e da o lA OS 


*) Véase el § 8. 
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(coeficientes del polinomio P (z)). Por lo tanto, en virtud de la ¿punldad ah 
obtenemos definitivamente la siguiente fórmula para la integral do tipo I: 


[LL amonio E. am 


En esta fórmula Qn., (z) es polinomio de grado n — 1, y Ce, constante. Para 
determinar ol polinomio On- (+) y la constante Co so emplea él método de coefi- 
cientes tndeterminados. El polinomio Qu, (2) so escribo como polinomio con 
coeficientes literales 

Onil) = Ao + Aiz +. o Anal, 


Diferenciando la igualdad (7.72) y multiplicando el resultado de diferenciación 
por y, obtenemos 
Pl) = Qh- (2) (ar 402404 E Qni (2) Carte) Co (119) 


En ambos miembros de la igualdad (7.73) hay polinomios do grado n, 
sus coeficientes, obtenemos el sistema de n-+ 4 ecuaciones linea! 
cuales se determinan A 


no reduce a la integral de tabla por el cambio lineal de la variable £ == z + z 


Empleando dicbo cambio, la integral f dZ so reduco, con exactitud de hasta 
factor constante, a una de las dos integrales siguientes: 


de 
= TEO k= 
$ FR IA VFZRIO (cos >0) 


de t 
$ HA pC. 


EJEMPLO. Calcúlese la integral 
> 
142 
Para la integral considerada la fórmula (7.72) tiene la forma 


$ NA de= (A+A +42) VI FETE + C, 


TFET 


(1:74) 
Diferenciando esta fórmula y multiplicando el resultado de la diferenciación por 
VIF 22, obtenemos 

a3 = (41 + Pax) (1 + 27— 2°) + (Ao + Ayo + Aga) (1 — 2) + Co. 


Igualando los coeficientes de 23, *, 21, 1° en los miembros derecho e izquierdo, 
obtenemos el sistema de ecuaciones 


34 =i, 
EEI 


2Ar +34, — Ag =0, 
Ay+ Ap +C9=0. 
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Resolviendo este sistema, hallamos A, =— 1/3, 4, = — 5/6, Ay = —19/6, 
C, =4. La integral en el miembro derecho de (7.74) se calcula haciendo la 
sustitución de la variable £ = z — 1. Obtenemos 


f V =i y ii 


En definitiva, tendremos 


E 
$ VIF 
+4 arcsen + +0. 


11. Pasamos a calcular la integral de tpo UI. Mostremos que esta integral 
se reduce a la integral de tipo E haciendo la sustitución £ = En efecto, 


e A" 
puesto que 


EN LH. pora EPES A ntet +a 


obtenemos 
f e $ Betas 
(Al y VIA FA Fo) APA PD) a 


III. Calculemos, por fin, la integral de tipo III, anto todo, para el caso 
particular de p = 0, b = 0, ey decir, calculemos la integral 


Esta integral se descompone en la suma de dos integrales 
zdz de 
a A | rava 
La primera de estas integrales puede escribirse en la forma 
yii M $ d (2%) 
T) Apra 
de la cual se desprende que la función subintogral es irracionalidad lineal (no 
cuadrática) respecto a z?. En virtud de lo demostrado en el p. 2, la integral K, 


se racionaliza por la sustitución t = V ar? F c. La integral K, puede escribirso 
en la forma *) 


men $ 


3) Consideramos que z+ 0. 
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de la cual se desprende que la función subintegral es irracionalidad lineal res- 
pecto a 1/22, Por lo tanto, la sustitución r= V- + E racionaliza la integral K. 


Así pues, para el caso particular cuando los dos trinomios cuadráticos no tienen 

términos de primer grado, la integral do tipo III fue raciomaliz 

Consideromos ahora el caso general de la integral de apo Ili y mostremos que 

puede reducirse a la integral de forma particular examinada anteriormente, Si los 
coeficientes de los trinomios cuadráticos satisfacen la relación 

b= (1,15) 

entonces para reducir la integral de tipo II a la integral de forma particular 


anteriormente examinada es suficiente hacer la sustitución r=! — Ex En efecto, 


obtenemos 
f (Mz+N) de 
EF peta) Ve F Fe 


mi (2240) 


=f E FA 

[e+ (E) Py e (2-22) 

Es más complicado reducir la integral de tipo HI a la integral de forma particular 
anteriormento examinada si los coeficientes de los trinomios cuadráticos no 


satisfacen la relación (7.75). En esto caso, primeramente hacemos la sustitución 
lineal fraccional 


de. 


sm EE +v 
TFE’ 
escogiendo las constantes p y v de tal modo que los trinomios cuadráticos no 
comprendan términos de primer grado respecto a t. Mostremos que se puede escoger 
tales p y v. En efecto, al hacer la sustitución (7.76), tendremos 


(poa) tly. ytti: 
aty prpom ld HA pa tdt 
a (ap? +bp+ e) 094 luvat b (a+ Y) + 2c] t+ (ay? 4d9 40) 
PO E er % 
modo, los cooficientes p y y se determinan valiéndose del sistema de 


(7.70) 


De 


ecuaciones 
24 M4 EW, 2pva+ (a +v) + 2e = 0 
o del sistema de ecuaciones equivalentes 


(7) 


Queda por demostrar que la ecuación cuadrática (7.77) tiene raíces reales 
y diferentes, Para esto hasta demostrar que el discriminante de csta ecuación es 
Positivo, o sea, basta argumentar la desigualdad 


(e — ag)? > (ep — ba) (b — ap). 47.78) 
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Es fácil convencerse de que la desigualdad (7.78) es equivalente a la siguiente 
desigualdad: 


12 (c + ag) — bpl? > (ág — p™ (4ac — bt). (1.79) 
Puesto que el trinomio cuadrático (+* -+ pz + q) tieno raíces complejos, enton- 
a cba, D desigualdad (7.79) tiene lugar sí 4ec—1* > 0. Demos- 
tremos que esta desigualdad es también válida si 4ac — b? > O, En este caso, 
9 >0, ac >0 y 4Y acg > pb. Por oso, teniendo en cuenta que a Via. 
tendremos 


12 (e+ag) — bp]? > 14 Vga — pbj? = 

= (4q — pè) (kac— b?) +4 (p Vac—b Va? > (49 — p°) (ac— b) 
Esta sorie de desigualdades tiene al menos un símbolo de desigualdad estrio- 
ta > puesto que el primer símbolo > se convierte en el símbolo = sólo para 
c = aq, pero, si c = aq, en virtud de que b y= ap, a ciencia cierta (pV ac — 
—5V $) 0, y, por eso, el segundo símbolo > no so convierte en el símbolo = 
Así pues, hemos demostrado la desigualdad (7.70), es decir, la posibilidad de 
escoger p y v tales que los trinomios cuadráticos obtenidos no comprenden térmi- 


nos de primor fado respecto a t. Haciendo la sustitución (7.76) con dichos p y v, 
reducimos la integral de tipo TII a la forma 


Pide 
AV (780) 
$ CH Vatta ( 


donde ay, €, y q, son ciertas constantes, P (1) os polinomio de grado 2 à — 1 
Pl F 
AL desarrollar *) la fracción z7- en la suma de las fracciones simplos, redu- 
Q 


cimos ol pouas de calcular la integral (7.80) al de calcular la suma de integra- 
les en forma 


$ a a 1 e 
O+ VanFa 
Cada una de estas integrales se refiere al tipo particular anteriormonte exami- 
nado. Por lo tanto hemos demostrado la integrabilidad (en funciones elementa- 
los) de las integrales de todos los tres tipos I, 11 y HI. Do este modo, aparte de 


las sustituciones de Euler, hemos demostrado una vez más la integrabilidad de 
la función (7.68) en funciones elementales. 


EJEMPLO. Calcúlese la integral /= $ 


de (k=1,2, ..., A) 


——_ E E 
(41) VAF2F1 
integral se refiere al tipo III. Ya que para ella ha sido infringida la rela- 
ción (7.75), ante todo debemos hacer la sustitución (7.76). Como resultado de 
esta última, obtenemos 
a A A 2 4 (+) 
ERE] O ss 
era SD Ol — (a Hoy 0 
art nena 


*) Cuando A > 1. 


$ 11. Integrales elípticas 231 


Las constantes p y v se hallan valiéndose del sistema de ecuaciones 
2pv +(+) ++2=0, 2pv— (etv +=. 

Es fácil convencerse de que *) p 

ción (7.76) tiene la forma z = + de manera que 


. v= —i. De este modo, la sustitu- 


z+i 2dt 304 
Tor #s gpp Pte -apo 


e43 


La integral considerada toma a forma 
I=2 $ (1 +1) de 


PIV ntis 


donde 
tdt dt 
h=2 y he2 x 
is $ MS $ EFI VFI 
Para calcular la integral /,, hagamos sustitución u= 3 -Fi, para la 
integral £,, la sustitución vs=]/ 3+- - Como resultado, obtenemos 


du i u 1 DEE 
n=2f aF qe yg teag V +0, 
n=- f TE. VE + Ca 
s 19-825 Vi 
DEL 3 
al AE E +14 +0. 
vi VE al 
y V RA V a 
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Las integrales de irracionalidados cuadráticas lógicamonte incluyen las si- 
guientes integrales: 


$ Rs, VFA FÀ) de, a81) 
$ Ría VA ISFA F dr Ft) de (1.82) 


cuyas funciones subintegrales comprenden la raiz cuadrada de polinomios de 
tercer o cuarto grado. 

Estas integrales se encuentran con mucha frecuencia en aplicaciones. Note- 
mos inmediatamente que las integrales (7.81) y (7.82), no son, hablando en gene- 
ral, funciones elementales. 


*) Se podría tomar al contrario; p = — f, v = 4. 
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Las dos integrales suelen llamarse elípticas si no se expresan mediante 
funciones elomentalos, y seudeelípticas si se expresan mediante funciones ele- 
mentales *), 

Debido a que las integrales (7.81) y (7.82) tienen importancia en aplicacio- 
nes, surgo la necesidad de confeccionar tablas y gráficas de las funciones que se 
determinan por estas integrales. Para los coeficientes a, b, c, d y e, que son 
arbitrarios, es muy difícil bacer las tablas y las gálicas, or eso surgió el pro- 
blema de reducir todas las integrales de tipo (7.81) y (7.82) a ciertos tipos de 
integrales que comprenden el menor número posible de cocficientes arbitrarios 
(o como se dice reducir las integrales (7.81) y (7.82) a la forma canónica). 

Ante todo, notemos que la integral (7.81) se reduce a la integral (7.82). En 
efecto, el trinomio cúbico tiene, a ciencia cierta, al menos una raíz real y, por 
lo que puedo representarse on la forma ar? + b23 + ez -+ d = a (x — zp) (12 + 
+ pz + q). 

Has 
Ja (7.82). 

De este modo, es suficiente considerar solamente la integral (7.82). 

En virtud de los resultados del $ 6, el polinomio de cuarto grado puedo des- 
componerse en el producto de dos trinomios cuadráticos con coeficientes reales 


art + bað + ext + dr + e = a (2° + pr + q) (° + p'a + 9) 


flempre existe una sustitución lineal o lineal fraccional que elimina los términos 
lineales de ambos trinomios cuadráticos **). Haciendo la sustitución de este tipo, 
con exactitud de hasta el sumando que es función elemental, transformomos la 
integral (2.82) a la forma 


ido la sustitución z — xy = + £*, transformamos la integral (7.81) en 


e RíMidt 
VAT AFA * 
donde R es cierta función racional. Luego, se puede mostrar quo para cualesquie- 


ra combinaciones de valores absolutos y signos de las constantes A, m y m 
existe una sustitución quo reduce la integral (7.83) a la llamada integral canónica 


(7.83) 


R, (3°) de 
ue — 
AAA (1.84) 


en la cual mediante k se denota una constante que satisface la condición 0 < k < 
Ek 
Toda integral canónica (7.84) puedo reducirse a tres integralos normales 
siguientes con exactitud de hasta un sumando que es función elemental: 

dz 


$ VA z Sa y 
bes (7.85) 


f avia VSA 


Las integrales (7.85) suelen llamarso integrales elípticas de primer, segundo y tercer 
género, respectivamente. Como mostró Liouville ***), cada una de estas integrales 
és función no elemental. Las integrales elípticas de primer y segundo género 
comprenden solamente un parámetro k que toma valores reales del intervalo 
O< k< 1, y, además, la integral elíptica de tercor género comprendo el pará- 
metro h que puede también tomar valores complejos. 


$) Joseph Liouville, matemático francés (1809—1882) 
**) Las denominaciones de estas integrales fueron dadas por primera vez 
cuando los matemáticos tropozaron con el problema de rectificar la elipse (véase 
el ejemplo 3 del p. 6 del $ 1 del cap. 2, tomo 2). 

ss) Se demuestra de modo igual que en el p. 5 del $ 10. 
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Legendro *) simplificó aun más las integrales (7.85) haciendo la susti- 
tución 2 = sen p(0< p< 12) 
Empleando esta sustitución, la primera de las integrales (7.85) se transfor- 


ma en la forma 
f EE: E (1.86) 
Con esta sustitución la segunda de 


exactitud de hasta factor constante, a 
siguiente integral: 


integrales (7.85) resulta ser igual, con 
la diferencia de la integral (7.88) y la 


| Vig ag. (187) 


La torcera do las integrales (7.85) se reduce a la forma 


$ UF heng) VT Tang (0-88) 


las funciones E y F fueron introduci- 
das a lo familia de las funciones que se usan con frecuencia en el análisis. Aquí 
Vale notar otra vez que el concepto de función elomental es de carácter convencio- 
nal. Además, debemos, subrayar que los problemas del cálculo integral no 
limitan de winguna manera a estudiar funciones integrables en funciones ele- 
mentales. 


+) Adrien Marie Legendre, matemático francés (1752—1833). 


Capítulo 8 


TEOREMAS FUNDAMENTALES SOBRE LAS FUNCIONES 
CONTINUAS Y DIFERENCIABLES 


Ya conocemos los conceptos de función continua y función dife- 
renciable que fueron introducidos en los capítulos 4 y 5. En el pre- 
sente capítulo establecemos una serie de propiedades importantes 
de funciones arbitrarias continuas y diferenciables. Para deducir 
estas propiedades introducimos una nuéva definición del valor límite 
de la función y demostramos la equivalencia de esta definición a la 
anterior dada en el cap. 4. 


$ 1. Nueva definición del valor límite de la función 


1. Nueva dofinición del valor límite de la función. Su equiva- 
Jencia a la definición anterior. Sea que, igual que en el $ 2 del cap, 4, 
la función y = f (z) está definida sobre un conjunto fx} y sea a un 
punto que tal vez no pertenezca al conjunto fx), pero posee la pro- 
piedad que en cualquier e-entorno del punto a existen puntos del 
conjunto {z}. 

Recordemos la definición antertor del valor límite de la función 
introducida en el cap. 4: el número b se denomina valor límite de la 
función f (2) en el puntoz=a si, para cualquier sucesión Z, ty, +. - 
> + 21 Zu, - » « de valores del argumento x convergente a a cuyos elementos 
son rent dea: la sucesión correspondiente f z1, f%g, + + «+ (f (Ea) -> 
+. . de valores de la función converge a b. 

Ahora enunciemos 

Nueva definición del valor límite de la función. El número b se 
denomina valor límite de la función f (x) en el punto z = a si para 
cualquier número positivo e existe un número positivo 6 *) tal que para 
todos los valores del argumento z que satisfacen la desigualdad 0 < 
<|z—a|<5b es válida la desigualdad | f (z) — b | < e **). 

OBSERVACIÓN 1, La limitación 0< |z— a| significa que so 
consideran los valores del argumento z diferentes de a. La limitación 
so hace evidente si recordamos que la función examinada f (z) puede 
ser indefinida en el punto a. Sin esta limitación sería imposible 
definir la derivada f' (a) como valor límite de la función F (z) = 


=LO=LO en el punto a. 


*) Ya que ô depende de e, a veces se escribo 3 = 5 (s). 
+t) La dolínición anterior del valor limite de la función se denomina tam- 
bién definición del valor límite según Hoine, y la definición nueva según Cauchy. 
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OBSERVACION 2. Desde el punto de vista lógico, lo principal en la 
definición. nueva es lo que para cualquier e >Ô existe un número 
positivo8 que corresponde a esta e y garantiza la validez de la desigual- 
dad |f(2)—b|<e para todos los valores del argumento z que 
satisfacen la desigualdad 0<|z—aj<ó. 

OBSERVACION 3. Empleando el concepto de aproximación de la 
función f (z) en el entorno del punto z =a con exactitud fijada do 
antemano e, podemos formular nueva definición del valor límite 


y yatia) 


Fig. 8.1 


de la función de otra manera: el número b se denomina valor limite de 

la función f (z) en el punto a si para cualquier ezactitud fijada de ante- 

mano e se puede indicar un -entorno del punto a tal que para todos los 

valores del argumento z diferentes de a y pertenecientes a dicho 5-entor- 

h a ET b aprozima el valor de la función f (x) con exactitud e 
ig. 8.4). 

Teorema 8.1. Las definiciones nueva y vieja del valor límite de la 
Junción son equivalentes. 

DEMOSTRACIÓN. 1) Sea, primero, que el número ò es valor límite 
de la función f (z) en el punto a según la definición nueva. Demostre- 
mos que según la definición vieja este mismo número b es también 
valor límite de la función f (z) on el punto a. Sea {zn } cualquier suce- 
sión de valores del argumento convergente al número a todos los 
elementos de la cual son diferentes de a. Hay que demostrar que la 
sucesión correspondiente {f (xn)) de valores de la función converge 
al número b. Fijemos cualquier e > 0. Según la nueva definición del 
valor límite de la función, para este e existe un ô> O tal que 
1/ (2) —b|<e para todos los valores del argumento z para los 
cuales 0 < | z — a | < ô. Ya que la sucesión (xy) converge al nú- 
mero N tal que 0<|7,—al<ó para n>N. Por lo tanto, 
| f (n) —b1<e, n>N, lo que significa la convergencia de la 
sucesión {f (2,)) al número b. 
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2) Sea, ahora, que según la definición vieja el número b es valor 
límite de la función f (z) en el punto a. Demostremos que según la 
definición nueva este mismo número b es también valor límite de la 
f (æ) en el punto a. Supongamos que no es así. Entonces, para cierto 
número positivo e no eziste el número positivo garantizado ô indicado 
en la nueva definición, es decir, para este e y para un ô positivo, 
cualquier pequeño que sea, existe al menos un valor del argumento 7 
tal que 0 < | z — a |< ô, pero |f (1) —bl>e. 

Conforme a lo dicho, podemos tomar la sucesión 6, = 1/n (n = 1, 
2, 3, . . .) y comprobar que para cada uno de sus elementos $, = 1/n 
existe al menos un valor del argumento z, tal que 


O< irnal <E, pero |} (2n) — bl > e. (8.1) 


La desigualdad izquierda de las desigualdades (8.1) significa que 
la sucesión fz,) converge al número a y se compone de elementos 
diferentes de a. Pero, entonces, según la vieja definición del valor 
límite de la función, la sucesión correspondiente {f (2n)) de valores 
de la función converge al número b, lo que contradice la desigualdad 
derecha de las desigualdades (8.1) válida para todos los números n. 
La contradicción obtenida muestra que el teorema queda demostrado. 
g Te nueva definición del valor límite de la función permite enun- 
ciar la 

Nueva definición de la continuidad de la función en el punio 
x = a *). La función f (z) se denomina continua en el puntoz = a si 
para cualquier número positivo e eziste un número positivo 6 tal que 
para todos los valores del argumento z que satisfacen la desigualdad 
|x—a|<5b es válida la desigualdad 


10 i<e (8.2) 


OBSERVACION 4. En esta definición no es necesario poner la limita- 
ción 0 < | z — a | puesto que pora z = a el miembro izquierdo de 
(8.2) se anula y la desigualdad (8.2) es a ciencia cierta válida. 

Por analogía a lo expuesto anteriormente se enuncia la nueva 
definición del valor límite de la función y se demuestra su equiva- 
lencia a la vieja definición también para el caso cuando uno o ambos 
números a y b se convierten en +00 o —co. Limitémonos a enunciar 
la nueva definición del valor límite de la función para el caso cuando 
a == +00: el número b se denomina valor límite de f (z) para x= 00 
si para cualquier número positivo e existe un número positivo A tal que 
para todos los valores del argumento z gue satisfacen la desigualdad 
z> A es válida la desigualdad | f (z) — b | < e- 

La fig. 8.2. explica la definición dada. 


*) Naturalmente, al mismo tiempo se supone que la función y = f(x) 
está también definida en el propio punto a. 
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Para concluir, enunciemos la nueva definición de los valores 
límite derecho e izquierdo de la función f (z) en el punto a: el número 
bse denomina valor límite derecho (izquierdo) de la función j (2) en el 
punto a si para cualquier número positivo e existe un número positivo $ 
tal que para todos los valores del argumento z que satisfacen la desi- 
gualdad 0 < z — a < ô (0< a— z< ô) es válida la desigualdad 
l7 (2)— b] <e 


H 
4 
H 

E nae 


Fig. 8.2 


La equivalencia de esta definición a la definición vieja del valor 
límite derecho (izquierdo) se demuestra de modo completamente 
análogo al teorema 8.1. 

2. Condición necesaria y suficiente de la existencia del valor límite 
de la función (criterio de Cauchy). Empleando la equivalencia do 
las definiciones nueva y vieja del valor límite de la función, estable- 
cemos la condición necesaria y suficiente de la existencia del valor 
límite de la función f (z) en el punto a. 

Definición. Diremos que en el punto z = a la función j (z) satisface 
la condición de Cauchy si para cualquier número positivo & existe un 
número positivo 6 tal que, cualesquiera que sean dos valores del argu- 
mento x' y z” que satisfacen las desigualdades 0 < | z' — a | < ô 
y 0< | z”— aj < ô, para los valores correspondientes de la función 
es válida la desigualdad 


14) A) < e 


Teorema 8.2 (criterio de Cauchy). Para que la función f (z) tenga 
valor límite finito en el punto z = a es necesario y suficiente que la 
función f(z) satisfaga, en este punto, la condición de Cauchy. 
DEMOSTRACIÓN. 1) NECESIDAD. Sea que existe el valor límite fini- 
to lim /(2)=b. Demostremos que en ol punto x =a la 


función / (z) satisface la condición de Cauchy. Tomemos un e > 0 
arbitrario. Según la nueva definición del valor límite de la función, 
para el número positivo e/2 existe un número positivo ô tal que cuales- 
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quiera que sean los valores del argumento z’ y z” que satisfacen las 
desigualdades 0< |z? — al] <6 y 0<j2"—al<ó, para los 
valores correspondientes de la función son válidas las desigualdades 
IF (Z)— bl < e2 y |} (2) —b1<e/2 Ya que el módulo de 
la suma de dos magnitudes no supera la suma de sus módulos, 
entonces, de las últimas desigualdades obtenemos 

11) — (291 =1U (2) — bl — lf (27) — 0) |< 

SIJ) bI +I ENE 

Por lo tanto, queda demostrado que la función f (z) satisface la 
condición de Cauchy en el punto z = a. 

2) suriciencia Sea que la función f (x) satisface, en el punto 
z = a, la condición de Cauchy. Demostremos que la función f (2) 
tiene valor límite en el punto z = a. Sea fx.) cualquier sucesión 
de valores del argumento convergente a a, todos los elementos zp 
de la cual son diferentes de a. En virtud de la vieja definición del 
valor límite de la función basta demostrar que la sucesión correspon- 
diente {f (2n)) de valores de la función converge a un número b con 
tal que este número b es igual para todas las sucesiones (z, } conver- 
gentes a a tales que Z, 754. 

En primer lugar demostremos la convergencia de toda sucesión 
UY (£n)). Sea dado un e >0 arbitrario. Tomemos el número positi- 
vo ô que corresponde a este e según la condición de Cauchy y, em- 
pleando la convergencia de la sucesión (z,) hacia a, para este o escoge- 
mos un número N tal que 


0<]7—2a/<5 para n> N. 


Además, para cualquier p natural (p = 1, 2, ...), con tanta más 
razón. 


0<|fr+p—021<8 para n> N. 


En virtud de la condición de Cauchy, las dos últimas desigualdades 
levan a la desigualdad |/ (tn+p — f (zn) | < e para n> N, es 
decir, demuestran el carácter fundamental do la sucesión (f(Z,)). 
Conforme al criterio de Cauchy para la sucesión (es decir, conforme 
al teorema 3.19), la sucesión {f (2,)) converge a un número b. 

Demostremos, ahora, que todas las sucesiones (f (£n)) corres- 
pondientes a todas las sucesiones posibles {xp}, convergentes hacia a, 
tienen un mismo límite b. 

Sean {xn} y (zh) cualesquiera dos sucesiones de valores del argu- 
mento convergentes hacia a, todos los elementos de las cuales son 
diforentes de a. En virtud de lo demostrado anteriormente, ambas 
sucesiones (f (2,)) y (ff (=ñ)) convergen. Denotemos el límite de 
la primera de estas sucesiones por b, y el de la segunda, por b'. Demos- 
tremos que b = b'. Consideremos la sucesión convergente a a 


Ep Zis Zas Tys o- e Pns Ths oe 
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En virtud de lo anteriormente demostrado, la sucesión correspon- 
diente de valores de la función 


EE) HE: Fa), FE, +++ F (En), F (Em), >> 


es convergente. Pero, entonces, en virtud del p. 1 del $ 4 del cap. 3, 
todas las subsucesiones de esta sucesión, incluso {f (n)) y y Ed) 
convergen a un mismo límite, es decir, b = b', El teorema 8.2 queda 
demostrado. 

De manera análoga se enuncia la condición de Cauchy y se esta- 
blece la condición necesaria y suficiente de la existencia del valor 
límite de la función / (z) cuando z> +00 y cuando 2 —00. 
Limitémonos a las formulaciones cuando z=» + oo. 

Diremos que la función f (z) satisface la condición de Cauchy: para 
æ—> -+ oo si para cualquier número positivo e eziste un número posi- 
tivo A tal que para cualesquiera dos valores del argumento x' y z" supe- 
riores a A es válida la desigualdad | f (2) — [(2")< e. 

De la manera completamente análoga al teorema 8.2 se demues- 
tra la siguiente afirmación: para que la función f (z) tenga valor límite 
finito cuando z— -+oo, es necesario y suficiente que para 2 +00 
satisfaga la condición de Cauchy. 


$ 2, El carácter acotado local de la función 
que tiene valor límite 


En completa conformidad con la definición del conjunto de 
números reales superiormente (inferiormente) acotado *) introduci- 
mos el concepto de la función superiormente (inferiormente) acotada 
sobre un conjunto dado. 

Definición 1. La función f(x) se denomina superiormente (inferior- 
mente) acotada sobre un conjunto(x) si existe un número real M (un 
número m) tal que para todos los valores del argumento z del conjunto 
{z} es válida la desigualdad f (2) < M (f (2)> m). 

En este caso el número M (el número m) se denomina cota 
superior (inferior) de la función f (z) en el conjunto {z}. 

Definición 2. La función f (z) se denomina acotada por ambos lados 
o simplemente acotada sobre el conjunto {z} si está acotada sobre este 
conjunta, tanto superior como inferiormente, es decir, si existen números 
reales m y M tales que para todos los valores del argumento z del conjunto 
{z} son válidas las desigualdades m< f (z) < M. 

De este modo, la acotación de la función f (z) sobre el conjun- 


to {z} significa la acotación del conjunto de todos los valores de 
esta función. 


EsempLOS. 1) La función f (z) = sec z = == no está acotada 
superiormente sobre el semisegmento (0, 1/2), pero está inferior- 
*) Véase el p. 5 del $ 1 en el cap. 2. 
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mente acotada (como la cota inferior se puede tomar cualquier 
número m< 1). 

2) La función de Dirichlet *) está acotada por ambos lados sobre 
cualquier segmento a, bÌ (como la cota inferior se puede tomar cual- 
quier número m< O, y como la superior, cualquier número M > 1). 

Teorema 8.3. Si la función f (2) tiene valor límite finito en el punto 
zx = a, entonces existe un -entorno del punto a **) tal que pura todos 
los valores del argumento de dicho 5-entorno la función f(z) está aco- 
tada **»), 

DEMOSTRACIÓN, Sea b= lím f(x). Según la nueva definición 
del valor límite de la función, para cierto número positivo e existe 

un número positivo $ tal que 
|f (z)— b | < e cuando 0<|2— 
=al<ó, o 
b— e < f(z) < b+ e cuando 
a-b<r<a+byzza 


Si el valor z = a no entra en 
el campo de definición de la jun- 
ción, el teorema queda demostrado 
(puesto que las desigualdades (8.3) 

Fig. 8.3 significan que para todos los 

valores del argumento z del 

$-entorno del punto a, los valores de la función f(z) se compren- 
den entre b — e y b + e). 

Si la función j (z) está también definida para z = a y en el pun- 
to a toma cierto valor / (a), entonces, al designar mediante m el 
menor de dos números (b — e) y / (a) y mediante M el mayor de 
dos números (b + e) y f(a), se puede extraer de las desigualda- 
des (8.3) las desigualdades siguientes: 


m< f(z) < M cuando a — ô< 1 <a +ô. 


Las, últimas desigualdades significan que la función f (z) está acota- 
da en todos los puntos del -entorno del punto a. El teorema queda 
demostrado. La fig. 8.3 puede ilustrar el teorema 8.3. 

OBSERVACION. La propicdad de la función que se establece por el 
teorema 8.3 se denomina acotación local de la función que tiene valor 
límite. 


*) Recordemos que se denomina función de Dirichlet la función igual a la 
unidad, para todos los valores racionales del argumento, y a cero, para todos 
los valores irracionales del argumento 

*s) Recordemos que se denomina Ó-entarno del punto a el intervalo (a — 8, 
a+) donde ô> 0. 

++») No excluimos ol caso cuando la función y=f (z) está dada sobre cierto 
conjunto {r} que no llena completamente ningún ó-entorno del punto 4. 
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Corolario del teorema 8.3. Si la función f(x) es continua en el 
punto z= a, entonces esta función está acotada para todos los valores 
del argumento de cierto o-entorno del punto a. (La función continua en 
en el punto z = a tiene valor límite finito en este punto). 


$ 3. Teorema sobre la'estabilidad del signo de una 
función continua 


Teorema 8.4. Si la función f(z) es continua en el punto z = a 
y si f (a) 40 entonces existe un -entorno del punto a tal que para 
todos los valores del argumento de dicho $ -entorno la función f (z) no se 
anula y tiene el signo coincidente con el signo de f (a). 

DEMOSTRACIÓN. Ya que la función es continua en el punto a, enton- 
ces existe lím /(z)=b con tal que b= f (a) + 0. Según la 


za 
nueva definición del valor límite de la función, para cualquier e >0 
existe un 8 >0 tal que 
b— e< f(z) <b + ecuando*) 
a=-b<zx<a+8. (8.4) 
Como tomemos un número posi- 
tivo que satisface la exigencia 
2<|b]. Al elegir e de este 
modo, tenemos que b—e, 
b+e y b son de un mismo 
signo. Por lo tanto, conforme a 
(8.4), en todos los puntos del Fig. 8.4 
$-entorno del punto a, la función 
1 (2) conserva el signo del número b = f (a). El teorema queda 
demostrado. La 8.4 puede ilustrar el teorema 8.4. 
OBSERVACIÓN PARA EL TEOREMA 8.4. El teorema 8.4 puedo transferir- 
se para el caso de la función f (=) continua en el punto dado z = a 
por la derecha (izquierda). Sea $ un número positivo. Pongámonos de 
acuerdo llamar semientorno derecho del punto z = a el semisegmento 
la, a + 8) y semientorno izquierdo del punto z = a el semisegmento 
(a — ô, al. Tiene lugar la afirmación siguiente: si la función f (z) es 
continua en el punto z = a por la derecha (por la izquierda) y si f (a) 4% 0, 
entonces existe un semientorno derecho (izquierdo) del punto z = a tal 
que para todos los valores del argumento de dicho semientorno la fun- 
ción f (z) no se anula y tiene el signo coincidente con el signo de f (a). 
La demostración de esta afirmación repite casi literalmente la 
demostración del teorema 8.4 con tal que en vez de las desigualdades 
derechas de (8.4) obtenemos las desigualdades a< z <a + 8 (a — 
6<:x< a). 


= a puesto que para 
co las desigualdades 


16—607 
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$ 4. Paso de una función continua por cualquier 
valor intermedio 


1. Paso de una función continua por el cero cuando el signo cambia, 

Teorema 8.5. Sea la función f (2) continua sobre el segmento la, b} 
y sea que en los extremos del segmento los valores de esta función f (a) 
y f (b) son números de signos diferentes. Entonces, dentro del segmen- 
to la, b] existe un punto $, en el cual el valor de la función es igual 
a cero. 

DEMOSTRACION. Para la precisión, supongamos que /(a)<0, 
f(b) > 0. Consideremos el conjunto {x} de todos los valores x del 
segmento la, bl para los cuales 
f()<0. Este conjunto tiene 
al menos un elemento z= a 
(puesto que f(a)<O0) y está 
superiormente acotado (por 
ejemplo, por el valor z= b). Según 
el teorema 2.1, el conjunto {z} 
tiene cota superior exacta que se 
denota mediante $. 

Ante todo, observemos que el 
" punto § es punto interior del seg- 

Tens mento (a, b] puesto que de la con- 
tinuidad de la función f (z) en el 
segmento [a, b] y de las condiciones f (a) < 0, f (b) > 0, en virtud 
de la observación para el teorema 8.4, se desprende que existe un 
semientorno derecho del punto zr =a que comprende f(x) <0 
y un semientorno izquierdo del punto z = b que comprendo f (z) > 
> 0. Demostremos ahora que f (Ẹ) = 0. Si no fuera así, entonces, 
por el teorema 8.4, existiría un $-entorno § — ô < r < $ + ô del 
punto E entre los límites de la cual la función f (z) tendría un signo 
determinado. Pero esto es imposible puesto oue, según la definición 
de lá cota superior exacta, existo al menus un valor z del semiseg- 
méñto E—8<z<E tal que f(x) <0, y para todo valor z del 
intervalo p< z< +ô, f(2)>0. Pues, f (E) =0. El teorema 
queda demostiado. La fig. 8.5 puede ilustrar el teorema 8.5. 
aso de una función continua por cualquier valor inter- 


medio. 

Teorema 8.6. Sea la función f (x) conttnua sobre el segmento la, bÌ 
don tal que f(a) = A, f(b) = B. Sea, luego, C cualquier número 
compres entre A y B. Entonces, en el segmento | a, bl existe un 
punto E tal que f (E) = C. 

DEMOSTRACION. Debemos considerar solamente el caso cuando 
A + B y C no coincide con ninguno de los números A y B. Sea, para 
la precisión, A < B y A < C < B. Consideremos la función y (z) = 
= f (4) — C: Esta función es continua en el segmento [a, b] (como là 
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diferencia de las funciones continuas) y en Jos extremos de este seg- 
mento toma valores de signos diferentes 

¢ (a) = f (a) = C = A — C < 0, ọ (b) = f (b) — C = B — C >0 
Según el teorema 8.5, dentro del ento Ía, b} existe un punto E 
tal que p (E) = f (€) = C — 0. Por A tanto, f (E) = C. El teorema 
queda demostrado. 


$ 5. El carácter acotado de la función, continua en 
un segmento 


Teorema 8.7 (primer teorema de Weierstrass). Sila función f (2) 
es continua en el segmento la, b] entonces está acotada sobre este seg- 
mento. 

DEMOSTRACIÓN. Demostremos que la función f (z) está superiór- 
mente acotada en el segmento la, b) (la acotación inferior se demues- 
tra de modo completamente análogo). 

Supongamos lo contrario, es decir, admitamos que la f (x) no es 
acotada superiormente en el segmento (a, b). m 

Entonces, para cualquier número natural n (n = 1, 2, . . .) existe 
al menos un punto z, del segmento [a, b) tal que f (z„) > n (de otro 
modo, f (z) sería superiormente acotada en el segmento la, 51). 

De este modo, existe una sucesión de valores z, del segmento [a, bÌ 
tal que la sucesión correspondiente de valores de la función {f (zn)} 
es infinita. En virtud del teorema de Bolzano — Weierstrass (véase 
el teorema 3.17 del p. 4 del § 4 del cap. 3 de la sucesión {zp } se pue- 
de separar una subsucesión convergonte al punto E que, conforme a la 
observación 2 de dicho teorema, pertenece al segmento [a, b]. Denote- 
mos esta subsucesión mediante el símbolo (x,,) (2 = 1, ade 
En virtud de la continuidad de la función f (z) en el punto E la subsu- 
cesión correspondiente de valores de la función {f (z,)) debe obli- 
gatoriamente convergir a / (E). Pero esto es imposible puesto que, 
siendo separada de la sucesión infinita {f co) la subsucesión 
{f (2,,)), la misma es infinita (véase el p. 1 del $ 4 del cap 3). La 
contradicción obtenida muestra que el teorema queda demostrado. 

OBSERVACION. Para el intervalo (o el semisegmento), la afirmación 
análoga al teorema 8.7 ya no es válida, puesto que de la conti- 
nuidad de la función en el intervalo (o en el semisegmento) ya no so 
desprende la acotación de esta función en dicho conjunto. Por ejem- 
plo, consideremos la funcion f (z) = 1/z sobre el intervalo (0, 1) 
(o sobre el semisegmento (0, 1)). Esta función es continua sobre dicho 
intervalo (o semisegmento), pero no está acotada sobre él, puesto 
que existe una sucesión do puntos Z, = 1/n (n = 2, 3, . . .) porteno- 
cientes a dicho intervalo (o semisegmento) tal que la sucesión corres- 
pondiente de valores de la función {f (z„)} = {n} es infinita. 


244 Cap. 8, Teoremas de las funciones diferenciables 


5 6, Cotas exactas de una función y cómo las alcanza 
una función, continua en un segmento 


4. Concepto de cotas exactas superior e inferior de una función 
sobre un conjunto dado. Consideremos una función f (x) superior- 
mente (inferiormente) acotada sobre un conjunto dado (2)*). Emplean- 
do, para el conjunto de todos los valores de esta función, el concep- 
to de cota superior exacta (inferior exacta) introducido en el p. 5 
del $ 1 del cap. 2, llegamos a la siguiente definición. El número M 
(el número m) se denomina cota superior ezacta (inferior ezacta) de la 
función f (2) sobre el conjunto fz} si se cumplen dos exigencias siguien- 
tes: 1) para todo valor z del conjunto {z} es válida la desigualdad | (2) < 
< M ( (2) > m), 2) cualquiera que sea un número positivo e, existe al 
menos un valor z del conjunto {z} para el cual es válida la desigualdad 

1) >M — ej (z) <m + e. 
En esta definición la exigencia 1) comprueba que el número M (el nú- 
mero m) es una de las cotas superiores (inferiores) de la función 
1 (z) sobre el conjunto {z}, y la exigencia 2) dice que esta cota es la 
minima (la mázima) y no puede disminuirse (aumentarse). Para 
designar las cotas superior exacta e inferior exacta de la función f (2) 
sobre el conjunto {z} se usan los siguientes símbolos: 


M=sup (f(2)), m=int {f (2). 
(a w 


Del teoroma 2.1 demostrado en el p. 5 del $ 1 del cap. 2 se dosprende 
directamente la siguiente afirmación: si la función f (z) está superior- 
mente (inferiormente) acotada sobre el conjunto fz}, entonces, en este 
conjunto la función f (2) tiene cota superior exacta (inferior ezacta). 

Lógicamente, surge la pregunta de sí es alcanzable la cota superior 
exacta (inferior exacta) de la función, es decir, si entre los puntos del 
conjunto {z} existe un punto z tal que el valor de la función en esto 
punto es igual a la cota. El siguiente ejemplo muestra que, hablando 
e fañeral las cotas superior exacta e inferior exacta no son alcan- 
zables. 

Consideremos en el segmento (0, 7/2] la función 

pss si 0<z<ux/2 

I= la,  sia=0 y z=a/2. 


Esta función está acotada en el segmento [O, 1/2), tanto superior como 
inferiormente, y tiene en este segmento la cota suporior exacta 
M =1 y la cota inferior exacta m = 0. Sin embargo, en ningún 
Punto del segmento [0, 2/2) la función toma valores iguales a estas 


+) La definición de la función superiormente (inferiormente) acotada sobre 
un conjunto prefijado se da al comenzar el $ 2 del presonte capítulo. 
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puesto que, como 
lo demostraremos en el siguiente punto, la función, continua en un 
segmento, alcanza obligatoriamente sus cotas superiores e inferiores 
exactas en algunos puntos de este segmento. 

2. Cómo una función, continua en un segmento, alcanza sus cotas 
exactas. Sea la función f (z) continua en un segmento la, b}. Enton- 
ces, en virtud del teorema 8.7, 
esta función es acotada, en este y 
segmento, tanto superior como 
inferiormente. Por lo tanto, con- 
forme a la afirmación enunci 
en el punto anterior, en el seg- 
mento la, bl esta función tiene la 
Cota superior exacta M y la cota 
inferior exacta m. Demostremos 
que estas cotas son alcanzables. 

Teorema 8.8 (segundo teore- 
ma de Weierstrass). Si la fun- 
ción f (x) es continua en el segmento la, b) alcanza sus cotas superior e 
inferior exactas en este segmento (es decir, en el segmento (a, bÌ existen 
puntos z, y z, tales que / (z,) = M, f (z4) = m). 

DEMOSTRACIÓN. Demostremos que en el segmento [a, b] la fun- 
ción / (z) alcanza su cota superior exacta M (para la cota inferior exac- 
ta la demostración es análoga). 

Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que en ningún 
punto del segmento la, b) la función f (x) toma valor igual a M. 
Entonces, para todos los puntos del segmento la, b) es válida la des- 
igualdad /(2) < M y en el segmento fa, b] podemos considerar la 
función siempre positiva 


4 
an 
Ya que el denominador M — f (z) no se anula y es continuo en el seg- 
mento la, b], entonces, según el teorema 4.2, la función F (z) es 
también continua en el segmento [a, b]. En este caso, de acuerdo con 
el teorema 8.7., la función F (z) está acotada en el [a, bj, o sea, existe 
un número positivo B tal que para todos los x del segmento la, b] 


Po=3 SE 
La última desigualdad (teniendo en cuenta que M — f (z) >0) 
puede escribirse en la forma 


Ia) <M— 


% 


Fig. 8.6 


E 
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Dicha relación, válida para todos los puntos z del segmento [a, bl 
contradice el hecho de que el número M es cota superior exacta (la 
mánima entre todas las cotas superiores) de la función f (z) en el seg- 
mento (a, b). La contradicción obtenida muestra que el teorema 
queda demostrado. ~ 

OBSERVACIÓN 1. La afirmación análoga al teorema 8.8 no tiene 
lugar para el intervalo y el semisegmento. En efecto, en la observa- 
ción del teorema 8.7 (véase el $ 5) hemos dado el ejemplo de la 
función continua sobre el intervalo (semisegmento) y no acotada en 
éste (a cota superior (o inferior) exacta de esta función no sólo puede 
sor alcanzada sino no existe). 

OBSERVACION 2. Después de demostrar que la función, continua en 
un segmento, alcanza sus cotas superior e inferior exactas en este 
segmento, podemos llamar valor máximo a la cota superior exacta 
y valor mínimo de la función f (z) en esto segmento a la cota inferior 
exacta y enunciar el teorema 8.8 de otra forma; la función, continua 
en un segmento, tiene en este segmento valores máximo y minimo *). 

observación 3. Entre otras propiedades de la función, continua 
en un segmento, hay la propiedad llamada continuidad uniforme. 
La examinaremos en el $ 4 del cap. 1 del tomo 2. Aquí solamente 
notemos que los pp. 1 y 2 del $4 del cap. 1 del tomo 2 pueden leerse 
después del párrafo presente. 


$ 7. Crecimiento (decrecimiento) de la función en un 
punto. Máximo (mínimo) local 


1. Crecimiento (decrecimiento) de la función en un punto. Supon- 
gamos que la funcion f (z) está definida siempre en un entorno del 

nto c. 
PY Definición. Se dice que la función (f (z) crece (decrece) en el punto c 
steziste un entorno del punto c, entre los límites del cual f (z) > f (c) 
para z>œc y f(z) < f(c) para z <c (f(z) <f (c) para 2>c 
YA) > 4 (c) para z < ¢). y 

En la fig. 8.7 está representada la función creciente en el pun- 
to.c y decreciente en el punto d. 

Establecemos la condición suficiente del crecimiento (decrecimien- 
to) de la función f (z) en el punto c. 


+) Notomos que las funciones, discontinuas en un segmento, Pueden tenor 
también valores máximo y mínimo en este segmento. Así, por ejemplo, la fun- 
ción de Dirichlet, ya conocida del $ 1. del cap. 4, 


(e sí z es racional, 
Y=10, sizes irracional 


es discontinua en todo punto de cualquier segmento fa, b], pero en este sogmento 
tiene ol valor máximo igual a la unidad y el valor mínimo igual a cero. 


S 7. Crecimiento (decrecimiento) de la función EXA 


Teorema 8.9. Si la función f (z) es diferenciable en el punto c 
y f (6) >0 (f (c) <0), entonces esta función crece (decrece) en el 
punto c. 

DEMOSTRACIÓN. Demostremos el teorema para el caso de f’ (c) > 0 
(el caso de J’ (c) < 0 se considera de modo completamente análogo). 


Ya que 
f ()=Iim/Q10 , 


entonces, según nueva definición del valor límite de la función, 
para cualquier e > 0 existe un ô positivo tal que 


Mo)—=e< LIO <p (e+e si 0<lrc <6. (8.5) 


Como e tomemos un número positivo menor que f' (c). Enton- 
ces, f’ (c) — e> 0 y, por lo tanto, de (8.5) obtenemos 


Lo 


ze 


>0, si 0<iz—e]<5. (8.6) 


La expresión (8.6) significa que en todos los puntos del -entorno del 
punto c f (x) >f (c) si z > c y f (2) < f (c) si z < c. El crecimiento 
de la función f (x) en el punto 
c queda demostrado. 

OBSERVACION. Subrayemos que 
la positividad (la negativadad) 
de la derivada f'(c) no es con- 
dición necesaria del crecimiento 
(decrecimiento) de la función f (x) 
en el punto c. A título de ejem- 
plo, indiquemos la función 
1 (z) = x° que crece en el punto Fig. 8.7 
z =0 y, sin embargo, tiene en 
este punto la derivada f' (0) =O (la gráfica de esta función se 
representa en la fig. 8.8). 

2. Máximo local y mínimo local de la función. Sea, de nuevo, 
que la función f(z) está siempre definida en un entorno del punto c. 

Definición. Se dice que la función f (z) tiene en el punto c máximo 
(mínimo) local si existe un entorno del punto c entre los límites del cual 
el valor f (c) es el máximo (mínimo) de todos los valores de esta función. 

En la fig. 8.9 está representada una función que tiene máximo 
local en el punto c. 

El máximo local y el mínimo local se denominan comúnmonte 
extremo local. 

Establecemos la condición necesaria de extremo dela función 
diferenciable. 
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Teorema 8.10. Si la función f (z) es diferenciable en el punto e 

y tiene extremo local en este punto, entonces f' (c) = 0. 
DEMOSTRACION. Ya que la función f (z) tiene extremo local en el 
punto c, entonces en este punto f (z) no puede crecer ni decrecer. Por 
lo tanto, en virtud del teorema 


y qe 8.9, la derivada /' (c) no puede 
y ser positiva ni negativa, es decir, 
f (e) =0. 


El teorema 8.10 tiene sentido 
geométrico sencillo: comprueba 
que si en el punto de la curva 


Fig. 8.8 Fig. 8.9 


y = f (2) a que corresponde el extremo local de la función f (z) existe 
la tangente a la gráfica de la función y = f (z), entonces esta tan- 
gente es paralela al eje Oz (véaso la fig. 8.9). 


$ 8. Teorema sobre el cero de la derivada 


Teorema 8.11 (teorema de Rolle *). Sea que la función f (x) es 
continua en el segmento la, b) y diferenciable en todos los puntos inte- 
riores de este segmento. Además, 
sea que f(a) = f (b). Entonces 
dentro del segmento Ía, b] existe un 
punto $ tal que el valor de la deri- 
vada en este punto f' (E) es igual 
a cero. 

Se puede decir en breve que 
entre dos valores iguales de una 
función diferenciable tiene que 

> Fig. 8.10 estar el cero de la derivada de 
esta función. 

Demostración. Ya que la función f (z) es continua sobre el seg- 
mento [a, bl, entonces, según el teorema 8.8 esta función alcanza, 
su valor máximo M y su valor mínimo m en este segmento. Pueden 
tenerse dos casos: 1) M = m, 2) M > m. En ol caso 1) f (z) = M = 


+) Michel Rolle, matemático francés (1652—1719). 


F 
i 
4 
Y 
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= m = const. Por eso, la derivada f’ (z) es igual a cero en cualquier 
punto del segmento la, b]. En el caso de M > m, debido a que f (a) = 
= f (b), so puede afirmar que la función alcanza al menos uno de los 
valores M o m en un punto interior E del segmento Ía, b], Pero enton- 
ces, en este punto E la función f (z) tiene extremo local. Ya que la 
función f (z) es diferenciable en el punto E, entonces, según el teore- 
ma 8.10, f' (E) = 0. El teorema queda completamente demostrado, 

El teorema de Rolle tiene sentido geométrico sencillo: si las 
ordenadas extremas de la curva y = f (z) son iguales, entonces, 
según el teorema de Rolle, en la curva y = f (z) existe un punto 
en el cual la tangente a la curva es paralela al eje Oz (tig, 8.10). 

Como veremos en adelante, muchas fórmulas y teoremas dol 
análisis matemático se basan en el teorema de Rolle. 


$ 9. Fórmula de los incrementos finitos 
(fórmula de Lagrange) 


El siguiente teorema perteneciente a Lagrange *) tiene gran 
importancia en el análisis y sus aplicaciones. 

Teorema 8.12 (teorema de Lagrange). Si la función f(x) es continua 
sobre el segmento la, bl y diferenciable en todos los puntos interiores 
de este segmento, entonces, dentro del segmento la, b) existe un punto E 
tal que es válida la fórmula 


10—/(09=/f ($) (b — a). (8.7) 


La fórmula (8.7) se denomina fórmula de Lagrange o fórmula de 
los incrementos finitos. 

DEMOSTRACION. En el segmento la, b] consideremos la siguiente 
función auxiliar: 


Fo 10-10-22 (a). (8.8) 


Verifiquemos que para la función F (z) se cumplen todas las condicio- 
nes del teorema de Rolle. En efecto, F (x) es continua en el seg- 
mento la, b] (como la diferencia de la función / (z) y la función 
lineal) y en todos los puntos interiores del segmento [a, b] tiene la 
derivada igual a 

F =f e) LA. 


T 


Valiéndose de la formula (8.8) es obvio que F (a) = F (b) = 


jajap P9%PR Louie Lagrange, gran matemático y mecánico francés (1763— 
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Según el teorema de Rolle, dentro del segmento la, b] existe un 
punto E tal que 
. 109 
Pp E (8.9) 
De la igualdad (8.9) so desprende la fórmula de Lagrange (8.7), Su- 
brayemos que no es necesario tomar ¿> a en la fórmula (8.7). 
OBSERVACION. Hemos obtenido el teorema de Lagrange como el 
corolario del teorema de Rolle. Además, observemos que el propio 
teorema de Rollo es caso particular del teorema de Lagrange (para 
1 (a) = f (bp. 
Para aclarar el sentido geométrico del teorema de Lagrange, 


y 


observemos quo la magnitud f , 


es el coeficiente angular 


de la secante que pasa a través 
de los puntos A (a, f(a)) y 
B (b, 1 (b)) de la curva y = f (2), 
y F'((E) esel coeficiente angular 
de la tangente a la curva y =/ (2) 
que pasa por el punto C NA +). 
La fórmula de Lagrange (8.7) 
significa que en la curva y =f (2) 
entre los puntos A y B existe 
un punto C tal que la tangente 
en este punto es paralela a la 
secante AB (fig. 8.11). 
Frecuentemente es conveniente escribir la fórmula de Lagrango en 
forma un poco diferente de (8.7). Sea que f (z) satisface las condicio- 
nes del teorema 8.11. Fijemos cualquier zp del segmento a, b] y le 
demos un incremento arbitrario Az, pero tal que el valor (zo + Az) 
también esté en el segmento la, b]. Entonces, escribiendo la fórmula 
de Lagrange para el segmento [zo, zo + Az], tendremos 


Í (zo + Az) — f (zo) = Azf' (E), (8-10) 


donde $ es un punto situado entre zọ y zọ + Az. Se puede afirmar 
que eriste un número O (dependiente de Az) del intervalo 0 < 0 < 1 
tal gap È = zo + 0Az. De este modo, la fórmula (8.10) puede tomar 
a forma 


Í (Zo + Az) = f (zo) = Azf' (zo + 042), (8-11) 


donde 0 es un número del intervalo 0< 8 < 1. La fórmula de 

Lagrange en la forma (8.11) de la expresión exacta para el incremento 
de la función utilizando un incremento finito arbitrario Az del argu- 

mento que provoca esti remento de la función. Esta forma de la 
fórmula de Lagrange justifica el término «fórmula de los incrementos 
initos». 
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4. Constancia de la función que en un intervalo tiene derivada 
igual a cero. 

Teorema 8.13. Si la función f (z) es diferenciable en el intervalo 
(a, b) y si en todos los puntos de este intervalo f' (z) = 0, entonces la 
función f (z) es constante en el intervalo (a, b). 

DEMOSTRACIÓN. Sea zp un punto fijado del intervalo (a, b), y z, 
cualquier punto de este intervalo, 

El segmento [z,, z] pertenece por entero al intervalo (a, b). Por 
eso, la función f (z) es diferenciable (y, por tanto, continua) en todos 
los puntos del segmento [zo, zl. Esto permite aplicar el teorema de 
Lagrange, a la función f (z) en el segmento [z,, z]. Según este teore- 
ma, dentro del segmento [z,, zì existe un punto E tal que 


1 (2) — f (20) = (2 — zo) f (5). (8.12) 


Por condición, la derivada de la función / (z) es igual a cero en todos 
los puntos del intervalo (a, b). Por lo tanto, f' (E)=0 y de la fórmu- 
la (8.12) obtenemos 


$ (2) = f (zo). (8.13) 


La igualdad 613) comprueba que el valor de la función f (z) en 
cualquier punto z del intervalo (a, b) es igual a su valor en el punto 
fijado zo. Esto significa que la función f (z) es constante sobre todo 
el intervalo (a, b). El teorema queda demostrado. 

El teorema 8.13 tiene sentido geométrico sencillo: si en todo 
punto de un segmento de la curva y = f (z) la tangente es paralela 
al eje Oz, entonces, dicho segmento de la curva y = f (z) es segmento 
de la recta paralela al eje Oz. 

omservación. En el cap. 6 ya hemos empleado el teorema 8.13 
para demostrar el teorema 6.1. Aquí volvemos a notar que en el 
presente capítulo (incluso en el teorema 8.13) no se utilizan completa- 
mente los resultados de los capítulos 6 y 7. Al leer este libro por 
segunda vez, se puede estudiar el cap. 8 inmediatamente después del 
cap. 5 y sólo después leer los capítulos 6 y 7. 

2. Condiciones de monotonía de la función en un intervalo, Como 
el segundo corolario de la fórmula de Lagrange consideremos el pro- 
blema de las condiciones que aseguran el no decrecimiento (no cte- 
cimiento) de la función en dicho intervalo. 

Ante todo, recordemos las definiciones del no decrecimiento, 
no crecimiento, crecimiento y decrecimiento de la función en un 
intervalo dado. 

1”. So dice que la función f (z) no decrece (no crece) en el interva- 
lo (a, b) si para cualesquiera dos puntos z, y z, del intervalo (a, b) 
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que satisfacen la condición z, < z; es válida la desigualdad 
ESTE) G ED A a). 


2°. Se dice que la función f (x) crece (decrece en el intervalo (a, b) 
si para cualesquiera puntos z, y z,del intervalo (e, b) relacionados 
por la condición z, < z; es válida la desigualdad 


1) < F (ra) O (2) > F (20) 


Teorema 8.14. Para que la función f (2), diferenciable en el inter- 
valo (a, b), no decrezca (no crezca) en este intervalo, es necesario y sufi- 
ciente que la derivada de esta función sea no negativa (no positiva) en 
todos los puntos de este intervalo. 

DEMOSTRACIÓN. 1) SUPICIENCIA - Sea f’ (2)> 0 (< 0) en todos los 
puntos del intervalo (a, b). Hay que demostrar que f (z) no decrece 
(no crece) en el intervalo (a, b). Sean z, y x, cualesquiera dos puntos 
del intervalo (a, b) que satisfacen la condición z, < rẹ La fun- 
ción (f (z) es diferenciable (y por tanto, continua) en todos los puntos 
del segmento [z,, za]. Por eso, en el segmento [z,, 241 a f (2) se puede 
aplicar el teorema de Lagrange. Como resultado, obtenemos 


Í (e) —1 (21) = (22— 2) 1" (E). (8.14) 


donde z, < $ < za 

Por condición, f' ($) > 0 (<0), z,—7, > 0. Por eso, el miembro 
derecho de (8.14) es no negativo (no positivo), lo que demuestra el no 
decrecimiento (no crecimiento) de f (z) on el intervalo (a, 6). 

2) NECESIDAD. Sea la función f (z) diferenciable en el interva- 
lo (a, b) y sen que no decrece (no crece) on este intervalo. Hay que 
demostrar que f (z) 0 (< 0) en todo el intervalo. Ya que f (2) no 
decrece (no crece) en el intervalo (a, b), entonces esta función no puede 
decrecer (crecer) en ningún punto del intervalo (a, b). Por tanto, en 
virtud del teorema 8.9, en ningún punto del intervalo (a, b) la deri- 
vada do f (z) puede ser negativa (positiva), lo que era necesario 
demostrar. 

Teorema 8.15. Para que la función f (x) crezca (decrezca) en el 
intervalo (a, b) es suficiente que la derivada f’ (z) sea positiva (negativa) 
en todos los puntos de este intervalo. 

Demostramos valiéndose del mismo procedimiento que utiliza- 
mos para demostrar la suficiencia en el teorema 8.14. Sean z, y z, 
cualesquiera dos puntos del intervalo (a, b) que satisfacen la condi- 
ción zı < z,. Escribiendo para el segmento [z,, z,) la fórmula de 
Lagrange, obtenemos la igualdad (8.14), pero esta vez, en la igual- 
dad f' (E) >0 (<0). 

Por consiguiente, el miembro izquierdo de (8.14) es positivo 
(negativo) lo que demuestra el crecimiento (decrecimiento) de / (2) 
en el intervalo (a, b). 
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omsERvAcIiÓN. Subrayemos que la positividad (negatividad) de la 
derivada f'(x) en el intervalo (a, b) no es condición necesaria del 
crecimiento (decrecimiento) de la función f (z) en el intervalo (a, b). 
Así, la función y = 2? crece en el intervalo (—1, +1), pero la deriva- 
da de esta función f’ (z) = 32* no es siempre positiva en este inter- 
valo (se anula en el punto z = 0). En general, es fácil demostrar 
que la función f (z) crece (decrece) en el intervalo (a, b) si la derivada 
de esta función f' (z) es siempre positiva (negativa) en este interva- 
lo excepto un nůmero finito de puntos, en los cuales la derivada es 
igual a cero. (Para demostrarlo es 
suficiente aplicar el teorema 
8.15 a cada uno del número 
finito de intervalos en los cuales 
f' (z) es estrictamente positiva 
(negativa) y tomar en considera- 
ción la continuidad de f (z) en 
los puntos donde la derivada es 
igual a cero. Valiéndose de los 
razonamientos geométricos esfácil 
comprender la relación estable- 
cida por el teorema 8.15 entre 
el signo de la derivada y la 
dirección de variación de la función. Ya que la derivada 
es igual al coeficiente angular de la tangente a la gráfica do la fun- 
ción y = f (2), el signo de la derivada indica qué ángulo, agudo u obtu- 
so, forma el rayo de la tangente «do en el semiplano superior con 
la dirección positiva del eje Ox. Si f' (z) >0 en todo el interva- 
lo (a, b), entonces, en todo este intervalo el rayo de la tangente 
situado en el somiplano superior forma un ángulo agudo con Oz. Por 
lo tanto, la curva y = f (z) va hacia arriba en todo este intervalo 
(fig, 8.42). 

3, Carencia de puntos de discontinuidad de primera especie y de 
discontinuidad evitable en la derivada. Apliquemos el teorema de 
Lagrange para aclarar una propiedad notable de la derivada. Ante 
todo, demostremos la siguiente afirmación. Sea que la función f (x) 
tiene derivada finita en todos los puntos del semientorno derecho (iz- 
quierdo) del punto c y la derivada derecha (izquierda) en el propio punto e. 
Entonces, si en el punto c la derivada f' (z) tiene valor límite derecho 
(izquierdo), este valor límite es igual a la derivada derecha (izquierda) 
en el punto c. 

Para demostrar esta afirmación, consideremos cualquier suce- 
sión {zn} de valores del argumento convergente ac por la derecha 
(por la izquierda). Teniendo en cuenta que, a partir de un número r 
bastante grande, todos los z, pertenecen al semientorno, en el que 
la función f (z) tiene la primera derivada finita, apliquemos el teore- 


Fig. 8.12 
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ma de Lagrange a la función f (z) por el segmento* [c, zn] ([x,, cl)- 
En este caso obtenemos 

Endit r 

Se 16) (8.45) 
donde mediante E, se denota un punto situado entre c y zp. Sea, 
ahora, que en la igualdad (8.15) n— co. Entonces, es obvio 
que En-=><c por la derecha (por la izquierda). Ya que según 
la condición, f’ (z) tiene en el punto 
(izquierdo) finito, entonces, por la definición del valor límite, 
el miembro derecho de (8.15) tiene que tender a dicho valor 
límite cuando n= œ. Por lo tanto, para n— œ existo 
también el límite del miembro izquierdo de (8.45). Por la 
definición de la derivada derecha (izquierda), este límite es 
igual a f’ (e + 0) ($ (c — 0). Pues, pasando al límite para n —> 00, 
de la igualdad (8.15) obtenemos 


F(c+0)= lim f(z) (f(c—0)= lím f'(2). 
a+e+0 2e-0 


Si exigimos complementariamente que se cumple la igualdad j’ (c + 
+ 0) = f’ (c — 0), entonces de la existencia de los límites 
Mm f (2) y lím y (z) se desprenderá la continuidad de f' (z) 
ameet ren 


en el punto c. 

Aplicando la afirmación que acabamos de demostrar, en todo 
punto c de cierto intervalo (a, 5), llegamos a Ja siguiente afirmación: 
si la función f (x) tiene derivada finita en todos los puntos del interva- 
lo (a, b), entonces /' (z) no puede tener en este intervalo puntos de discon- 
tinuidad evitable ni puntos de discontinuidad de primera especie. 

En efecto, si en un punto c del intervalo (a, b) existen valores 
límite derecho e izquierdo finitos de f’ (z), extonces f’ (z) es continua 
en el punto c (en virtud de la afirmación anteriormente demostrada). 

i al menos uno de dos valores líntite indicados no existo, J’ (z) 
tiene discontinuidad de segunda especie en el punto c. Demos el ejem- 
plo de la función cuya derivada existe y es finita en todos los puntos 

le cierto intervalo y tiene en un punto de este intervalo discontinui- 
dad de segunda especie, En el intervalo (—1, +4) consideremos la 
función 


1 [Pez si z%0, 


0, siz=0. 
$) So cumplen todas las condiciones dol teorema de Lagrange puesto que 
la funcion f (Pe diferenciablo (y, por tanto, continua) en todo punto del sog- 
mento [e, zy) (iza, £)), excepti l punto e. La continuidad de f Q en el punto 
¿pora oie (por la izquierda) se desprende de la existencia de f' (e-P0 
e — 0). 
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Es obvio que para cualquier z + O la derivada de esta función existe 


y se determina por la fórmula /' (z)= 2zcos È -+ sen +. La existen- 


cia de la derivada f’ (0) en el punto z = O se desprende directamente 
de la existencia del valor límite 


lim LO+30-10) L y 


azao A: 


n 1 
im, Az cos -j7 = 0. 


En el punto z = 0 la derivada f’ (z) no tiene valor límite derecho ni 
izquierdo, puesto que en el punto z = 0 el sumando 2z cos $ tiene 


valor límite igual a cero, y el sumando sen £ no tiene valor límite 


derecho ni izquierdo en este punto (véase el ejemplo al final del p. 1 
on el $8 del cap. 4). 

4. Deducción de algunas desigualdades. Para concluir, mostromos 
de qué modo, empleando el teorema de Lagrange, puedon obtenerse 
algunas desigualdades muy útiles. Como ejemplo argumentamos dos 
desigualdades siguientes: 


| sen zı — sen zs 1< | 21 — 2 | (8.16) 
| arctg zı — arctg z, |< |, — za |. (8.17) 


(Aquí, como z, y z, se puede tomar cualesquiera valores del argu- 
mento.) Para argumentar la desigualdad (8.16) apliquemos el teore- 
ma de Lagrange a la función f (z) = sen z por el segmento [z,, zal. 
Obtenemos 


sen z, — sen z, = (21 — 25) 1" (È). (8.18) 


Teniendo en cuenta que /' (E) = cos E y que | cos E |< 1 para cual- 
quier E obtenemos la desigualdad (8.16) pasando en (8.18) a los 
módulos. S 

Para argumentar la desigualdad (8.17) debemos aplicar el teorema 
de Lagrange a la función f (x) = arctg z por el segmento lx, 74] 


y tomar en consideración que /' (Ẹ) = pS E 


$ 11. Fórmula generalizada de los incrementos 
finitos (fórmula de Cauchy) 


En este párrafo domostremos el teorema que pertenece a Cauchy 
y generaliza el teorema de Lagrange anteriormente establecido. 
Teorema 8.16. (teorema de Cauchy). Si cada una de dos funciones 
f (2) y g (2) es continua en el segmento la, b) y es diferenciable en todos 
los puntos interiores de este segmento y si, además, la derivada g' (x) es 
diferente de cero en todos los puntos dentro del segmento la, bl, entonces, 
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dentro de este segmento existe un punto E tal que es válida la fórmula 
(OO 10 9 
¿OD O" ew 
La fórmula (8.19) se denomina fórmula generalizada de los incrementos 
Jinitos o fórmula de Cauchy. 

DEMOSTRACIÓN. Ante todo, demostremos que g (a) Æ g (b). En 
efecto, si no fuera así, para la función g (z) se cumplirían todas las 
condiciones del teorema 8.11 (de Rolle) en el segmento [a, b] y según 
este teorema, dentro del segmento [a, ó] existiría un punto E tal que 

$ 0. Lo último contradice la condición del teorema. Pues, 
HOKA (b) y tenemos derecho de considerar la siguiente función 
auxiliar: 


Ft) =1(0—1(0) AREE Ig (a) g (a)l. (8.20) 


En virtud de las exigencias impuestas sobre las funciones / (z) y g (z), 
la función ¥ (z) es continua sobre el segmento fa, b) y es diforenciable 
en todos los puntos interiores de este segmento. Además, es obvio 
que F (a) == F (b)=0. De este modo, para F (z) so cumplen todas 
las condiciones del teorema 8.11 (de Rolle). Conforme a este teorema, 
dentro del segmento fa, b) existe un punto E tal que 


F' (E) = 0. (8.21) 


Teniendo en cuenta que F (z) = /' (2) — LLO. q! (2) y om- 


pleando la igualdad (8.21), tendremos 
de ©- A y (E) =0. (8.22) 


(a) 


Tomando en consideración que g’ (E) +0, de la igualdad (8.22) 
obtenemos la fórmula de Cauchy (8.19). El teorema queda demos- 
trado. 

OBSERVACION +. La fórmula de Lagrange (8.7) es el caso particular 
de la fórmula de Cauchy (8.19) para g (2) = z. 

OBSERVACION 2. En la fórmula (8.19) no es necesario tomar b > a. 


$ 12. Resolución de las indeterminaciones 
(regla de 'L'Hospital) 


1. Resolución de la indeterminación de la forma $ - Diremos que 
para z— a la razón de dos funciones a es la indeterminación de 


la forma P si 
lim /(2)=lím £(2)=0. 
= .. 
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Resolver esta indeterminación significa calcular el valor límite 


Jm a (observando la condición de que este valor límite 
existe). 


El siguiente teorema da la regla para resolver la indotermina- 
ción de la forma. 

Teorema 8.17 (regla de L'Hospital"), Sea que dos funciones f (1) 
y g (2) son definidas y diferenciables en todos los puntos del entorno del 
punto a, ezcepto, tal vez, el propio punto a. Sea, luego, que 


lím /(2)=lím £(2)=0 
z-a pa 


y la derivada g' (z) es diferente de cero en todos los puntos del entorno 
mencionado anteriormente del punto a. Entonces, si eziste valor limi- 
te **) (finito o infinito) 


lim 42 (8.23) 


entonces, existe también el valor límite lim LL, con tal que es 
válida la fórmula 
in TO E 
Pb br (8.24) 
El teorema 8.17 da la regla para resolver la indeterminación de la 
forma q, que reduce ol cálculo del valor límite de la razón de dos 
funciones al cálculo del valor límite de la razón de sus derivadas. 
DEMOSTRACIÓN. Sea (zn) cualquier sucesión de valores del argu- 
mento convergente a a y compuesta de números diferentes de a, 
Consideremos esta sucesión partiendo de un número n, desde el cual 
todos los xn pertenecen al entorno del punto a mencionado en el enun- 
ciado del teorema. Definemos completamente las funciones f (z) y g (2) 
en el punto a, tomándolas iguales a cero en este punto. Entonces, 
$ (=) y g (2) serán evidentemente continuas en todo el segmento 
la, xn] y diferenciables en todos los puntos interiores de este seg- 
mento. Además, g’ (z) es diferente de cero dentro de todo el seg- 


mento. De este modo, para f (x) y g (z) en el segmento la, £n} se cum- 
plen todas las condiciones del teorema 8.16 (de Cauchy). Según este 


*) Guillaumo Francois de L'Hospital, matemático francés (1664—1704). 
++) Notemos que el valor limite (5.23) puede no oxístir, mientras el límite 


de la razón do las funciones lím a, existo. Por ejemplo, so puede tomar 
xa R 


a=0,/(0)=w%senL, g (r) = sen z De este modo, la regla de L*Hospital no 
«luncionas siempre. 
17-607 
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teorema, dentro del segmento la, z,] existe un punto E, tal que 


Le 
SS (8.25) 
Teniendo en cuenta que, según la definición completa f (a) = g (a) = 
=0, podemos escribir la fórmula (8.25) del modo siguiente: 


Han) L En) 
En) En 18:20) 


Sea, ahora que en la fórmula (8.26) n— co. Entonces es obvio que 
En > a. Ya que hemos supuesto que el valor límite (8.23) existe, 
entonces, para n— co el miembro derecho de (8.26) debe tender a este 
valor límite. Por lo tanto, para n— oo existe también el límite del 
miembro izquierdo de (8.26). Por la definición del valor límite de la 
función, este límite es igual a lím ta. Da setaritodo: paa" 
do al límite para n-—» co, la igualdad (8.26) se transforma en la 
igualdad (8. AN El teorema queda demosirado. 

OBSERVACIÓN 1. Si añadimos a las condiciones del teorema 847 
la exigencia de la continuidad de las derivadas /' (z) y g’ (x) en el 
punto a, entonces, observando la condición g' (a) + O la fórmula 
(8.24) puede escribirse en la forma 
CNO) 
0 62h 

onsenvacioón 2. Si las derivadas /'(z) y g' (z), satisfacen las mismas 
exigencias que las propias funciones f (7) y g (z), entonces se puede 
volver a aplicar la regla de L'Hospital (os decir, el valor límite de la 
razón de las primeras derivadas de las funciones f (2) y g (z) puede 
sustituirse por el valor límite de la razón de las segundas derivadas 
de estas funciones). En este caso obtenemos 


lim LE = lím LE — tim Le 


msa EE) gea PO) gea DT 


OBSERVACIÓN 3. Es fácil transferir el teorema 8.17 para el caso 
cuando el argumento z tiende no al límite finito sino al infinito 
a =-+o04 =-—oo. Limitémonos a enunciar el teorema 8.17 para 
el caso de a = +o. Sea que dos funciones f (z) y g (z) son definidas 
pommmcionia en todos los puntos de la semirrecta ¢ < z < 00. Sea, 

ego, que lím f(z) = lím g(z)=0 y derivada g' (2) 


Po + 
es nos cero en dicha semirrecta, Entonces, si eziste el valor limite 
Mm C) existe también el valor límite lim gf (z) con tal que 
5 k pren 
ês válida la igualdad 
ra. 


lim 4E = lim 
ao E) q 8 (2) 
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EJEMPLOS. 
1) lim 12522 — lím 92 
E] zeo 2 2 


2) El siguiente valor límite se calcula aplicando dos veces la 
regla de L'Hospital: 


z—nr 1—cosz 
lim 2322 lim dE 


2-0 20 


3) Aplicando tres veces la regla de L'Hospital, calculemos el 
valor límite 


sen z 1 
a A > 


Ed E An 
lim oa A nr 
120 Ar 
Ma rr M gmr 12. 
2. Resolución de la indeterminación de la forma 2. Diremos 
que, para za, la razón de dos funciones te es indetermi- 
nación de la forma -© si 


lím f (z) = lím g(2)= 00 *). (8.28) 
per xa 


Para resolver esta indeterminación, o sea, para calcular el valor 
límite lím w, es válida ła afirmación completamente análo- 
a 

ga al teorema 8.17, a saber: si en el enunciado del teorema 8.47 susti- 
tuimos la ezigencia lím f(z)= lím g(z)=0 por la 


condición (8.28), el teorema 8.47 queda válida. 


Para demostrarla consideremos una sucesión arbitraria (xn), de valoros 
del argumento convergente bacia a por la derecha (o por la izquierda). Sean zm 
y zn cualesquiera dos clementos de esta sucesión de números bastante grandes m 
y 7 que satisfacen la condición a > m, 

Aplicando la fórmula de Cauchy (8.19) por el segmento Izm, Zn], podemos 
afirmar que en este segmento existe un punto Emp tal que 


1m) 
e 
Pon) — tlm) Lien) TEn) L Gma) 
Eln) E Em) 3) ¿_£Em TER. 
E (En) 
De aquí, 
4—£(20) 
£(2n) -L Gom) En) 
Elan) Emn) 4 Tm * 
Tn] 


*) En vez de co se puede tomar -+o 0 —00 
47. 
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Si existe lim La, entonces para cualquier e >0 se puede fijar el aúmero 


m tan grande que para cualquier n>m la fracción -L-Èma). se diferencia del 


número A menos que en e/2. Luego, tenicudo en cuenta (8.28), para m fijado pode- 
mos hallar un número ne tal quo para n> ne la fracción 
4 Em 
£ (zn) 
Fm) 
Tiza) 


se diferencie de la unidad menos que en —" m. Pero, entonces, para 
14143 
Jn) ” A € 
nno la fracción FEAS se diferencia del número A menos que en -+ 
2 e e 


+14) LL 
latg a 


la existe y os igual a A. 


Esto significa que valor limite 


lím 
x-a 


gewen f) lím VZinz= lím 25e 
x040 


T 
0+0 =p 
E 


=-2 lim Vz=0. 
040 


2) Aplicando n veces la regla de L'Hospital, calculamos el 
valor límite 
al 


nintz 
x 


lim Ži lim = lim .= im 


aara F aaja z-o saia e 
3. Resolución de indeterminaciones de otras forma: 
las indoterminaciones ya examinadas de la forma § y Š, se encuen- 
tran frecuentemente las indeterminaciones de la forma siguiente: 
00, oo — 00 1%, 0°, 

Estas indeterminaciones se reducen a las dos ya examinadas 
haciendo transformaciones algebraicas. Por ejemplo, mostrémoslo 
respecto a tres últimas indeterminaciones de las mencionadas 

y= (y, (8.29) 

donde, para z— a, f (z) tiende a 1, 0 ó co, respectivamente y g (2) 

tiende a co, O ó 0, respectivamente. Hallando logaritmos de la expre- 
sión (8.29), obtenemos (teniendo en cuenta que 7 (z) > 0) 

In y = g (2) ln f (a). (8.30) 


Además de 
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Para hallar el valor límite de la expresión (8.29), baste hallar dicho 
valor de la expresión (8.30). 

Observemos que para 7 —>00 en cualquiera de tres casos conside- 
rados la expresión (8.30) es la indeterminación de la forma 0- co. 
Por lo tanto, es suficiente aprender a reducir la indeterminación 


de la forma 0- co a la de la forma $ 6 2. Mostremos cómo se hace eso. 
Así pues, sea 
2= (2)-p(z), (8,31) 
con tal que 
lim 4()=0, lim v()= 
Escribimos (8.31) en la forma 
2=4(20)-p(2)= 22. (8.32) 
TOS 
Obviamente, para xa, la expresión (8.32) es la indeterminación 
de la forma $. Hemos alcanzado nuestro objetivo. 
EJEMPLOS. 4) Calcúlese Mm ¿E Denotemos y = x*. Enton- 


ces, In y = z In z = 22. Aplicandó la regla de L'Hospital, tondre- 


z 
mos 


$i P ln 
In y) = 
Api ga 


De aquí es evidente que lím y 
2040 


2) lim (142%) * Entonces, 
Empleando la regla de L'Hospital, obtenemos 
2z 
lim in y= ln lim IEF lim 22 
0 de zeo >] 0 (PD) (12) 
2 


= a FAFE 
De aquí está claro que lím y=. 
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$ 13. Fórmula de Taylor 


La fórmula que se deduce en este párrafo es una de las fórmulas 
fundamentales del análisis matemático y tiene numerosas aplicacio- 
nes, tanto en el mismo análisis como en materias contiguas. 

Teorema 8.18 (teorema de Taylor *). Sea que en un entorno del 
punto a la función f (z) tiene derivada de orden **) n + 1 (n es cual- 
quier número fijado). Sea, luego, que z es cualquier valor del argumento 
de dicho entorno, p, un número positivo arbitrario. Entonces, entre los 
puntos a y x eziste un punto E tal que es válida la siguiente fórmula: 


10=1(1+L0 (a) + Lear. 
LO (aa) "+ Ran (2), (8.33) 
donde ***) 
Rent) (EE) E e. (8.34) 


al 

La fórmula (8.3) se denomina Jórmula de Taylor (con centro en el 

punto a), y la oxpresión R»+, (z), término residual. Como veremos 

a continuación, el término residual puede escribirse tanto en la 

forma (8.34) como en otras formas. El término residual escrito en la 

forma (8.34) suelo. llamarse término residual en forma general ****). 
DEMOSTRACIÓN, Mediante el símbolo q (z, a) denotemos el polino- 

mio de z de orden n que figura en el miembro derecho de (8.33) o son, 

pongamos 

pla am ia 

=1(94 LL (a+ AA ay A may 


(8.35) 
Luego, mediante Rn + (z) denotemos la diferencia 
Ras (2) = f (2) — y (z, a). (8.36) 


El teorema quedará demostrado si establecemos que Ry +1 (7) se deter- 
mina por la fórmula (8.34). 


Brook Taylor, matemático inglés (1685-4731). 
Do aquí se desprende que la propia función j (z) y sus derivadas de 
hasta el orden n son continuas en dicho entorno del punto a. 


24 
=-E 
sión (Ef) p está definida para cualquier p > 0. 


se») Ya que E se sitúa entre 7 y a, entonces 


> 0, así que la expre- 


+») Esta forma dol término residual se denomina también forma do Schlö~ 
milch — Roche. 
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Fijemos cualquier valor z del entorno mencionado en el enun- 
ciado del teorema. Para la precisión, tomaremos z > a. Mediante t 
denotemos la magnitud variable cuyo campo de definición es el 
segmento (a, z} y consideremos la función auxiliar ẹ (t) del tipo 


siguiente: 
PO =) — p (z, t) — (z — 0 O (a), (8.37) 
donde 
0-0. (8.38) 


Con más detalles, p (t) puede escribirse del modo siguiente: 
yw) 1-1... 
Sa LL ie —t"—(z— t) Q(z). (8.39) 


Nuestro objetivo es expresar Q(z) utilizando las propiedades de la 
función introducida 4p (t). 

Mostremos que la función y (£) satisface todas las condiciones 
del teorema 8.11 (de Rolle) en el segmento [a, xl. 

Do la fórmula (8.39) y de las condiciones impuestas sobre la 
función f (z) se desprende que la función y (£) es continua sobre ol 
segmento la. z} y diforenciable en él 9). Corciorómonos de que y (a) ~ 

= y (z) = 0. Poniendo £ — a en (8.37) y tomando en consideración 
la igualdad (8.38), tendremos 


yla) = f (z) — 9 (e, a) — Rn+1 (2). 


De aquí, conforme a (8.36), obtenemos y (a) = 0. La igualdad 
y (2) = Ogo” desprende inmediatamente de la fórmula (8.39). 
Así pues, en el segmento la, z} para la función y (£) se cumplen 
todas las condiciones del teorema 8.11 (de Rolle). De acuerdo con este 
teorema, dentro del segmento [a. z] existe un punto E tal que 


v (E) =0. (8.40) 


Caleulemos la derivada w” (t). Diferenciando la igualdad (8.39), 
tendremos 


y o > 
CIÓN Jere és TO n(a— ri 


sra EY +p(— 00 (a). (8.41) 


*) La función f (1) y sus derivadas de hasta el orden n son continuas ae el 
sogmento, ia ah y f**“ (2) existe y es finita en este segmento (véase la nota *} 
en la pág. 
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Es fácil ver que todos los términos del miembro derecho de (8.44), 
excepto dos últimos, se eliminan mutuamente. De este modo, 


LO (e4 plet (a). (8.42) 


vo= : 


Poniendo en la fórmula (8.42) £ = E y empleando la igualdad (8.40), 
obtenemos 


garen 


+= 
Comparando (8.43) y (8.38), tendremos definitivamente 


Pros (2) (2 a)” Q (a) = LEIA poan), 


ng. (8.43) 


El teorema queda demostrado. 
Valiéndose de la fórmula de Taylor hallemos el desarrollo de la 
función simple, polinomio algebraico de n-ésimo orden. Sea 


EEE A E Cp ir+Cpo 
Entonces, ya que ¿0% (+) = 0, el término residual Rp4, (2) == 0 
y la fórmula de Taylor (8.33) toma la forma 


0104 La O (a+ + 


A+ oa)". (8.44) 
(Aquí, como a puede tomarse cualquier punto de recta infinita.) De 
este modo, la fórmula de Taylor permite representar cualquier poli- 
nomio f (z) en forma de polinomio respecto a las potencias de (£ — a), 
donde p es cualquier número roal. 

Sea, ahora, f (z) función arbitraria que satisface las condiciones 
del teorema 8.18. Tratemos de aclarar qué propiedades posee ol 
polinómio (8.35) que figura en la fórmula de Taylor para esta fun- 
ción. Como anteriormente, denotaremos este polinomio por el sím- 
bolo p (z, a). Mediante el símbolo q(% (z, a) denotaremos la n-ósima 
derivada de q (z, a) respecto a z. Diferenciando la fórmula (8.35) 
respecto a z y poniendo después z = a, obtenemos las igualdades 
siguientes: 

q (a, a) = f (a), 
Y (a, a) =f (a), 
q (a, a) = f® (a), 


q” (a, a) = 10 (a) 
De este modo, el polinomio q (z, a) que figura en la fórmula de 
Taylor para una función arbitraria f (z) posee la propiedad de que el 


§ 14. Diferentes formas del término residual 


mismo y sus derivadas de hasta el orden n, inclusive, son iguales, en 
el punto z =a, af (z) y sus derivadas de hasta el orden n, respectiva- 
mente. 


$ 14. Diferentes formas del término residual. 
Fórmula de Maclaurin 


1. Término residual en forma de Lagrange, Cauchy y Peano. 
Anteriormente hemos establecido la fórmula de Taylor con el término 
residual en forma general. Aquí establecemos otras fórmulas posibles 
para el término residual. Obtenemos dos de ellas como casos parti- 
culares de la forma general del término residual. 

Ante todo, transformemos un poco la fórmula para el término 
residual (8.34). Ya que el punto y se comprende entre los puntos a y z 
a E unto O *) del intervalo 0 < ® < 1 tal que E — a = 0 (z — 

— a). emás, § = a + 8 (z — a), z — = (z — a) (1 — 0). De 
este Pr la fórmula (8.34) puede escribirse en la forma 


Rap ta) EIA pora + 0(2— Jl. (8.45) 
Consideremos ahora dos casos particulares importantes de la fórmu- 
la (8.45): 1) p = n + 1, 2) p = 1 (recordemos que en las fórmulas 
(8.34) y (8.45) como p se puede tomar cualquier número positivo). 
El primero de estos casos particulares (p = n + 1) lleva al término 
residual en forma de Lagrange 


Rat Ma 0 (a). (8.46) 


Esta forma del término residual es más usada en las aplicaciones. 
El término residual en forma de Lagrange se parece al término 
siguiente de la fórmula de Taylor, sólo la (n + 1)-ésima derivada 
de la función f (t) se calcula no en el punto a, sino en un punto 
intermedio entro a y z E = a + 0 (z — a). El segundo de los casos 
anteriormente mencionados (p = 1) lleva al término residual en 
forma de Cauchy 


amano 
Ran (= AE 


fla +0(z—a)]. (8.47) 
Ya que las formas de Lagrange y Cauchy corresponden a varios valo- 
res de p y Ó depende de p, entonces, hablando en general, los valo- 
res © en las fórmulas (8.46) y (8.47) son diferentes. Para estimar 
algunas funciones la forma de Cauchy es más preferible que la de 
Lagrange. Ambas formas del término residual (de Lagrange y Cauchy) 


*) Cabe subrayar que E, y, por tanto, 8 dependen tanto de z y n como tam- 
bién de p. 
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suelen emplearse si para unos u otros valores fijados de z, diferentes 
de a, es necesario calcular aprozimadamente la función f (z). 

Es lógico sustituir aproximadamente f(x) por el polinomio 
$ (z. a) y estimar numéricamente el error hecho. Además, se encuen- 
tran problemas, en los cuales no nos interesa el valor numérico de 
dicho error, sino solamente el orden de su magnitud relativamente 
pequeña (1 — a). Para este, es cómoda otra forma de denotación del 
término residual (la Hamada forma de Peano *)) la cual vamos a for- 
mular. 

Sea que la junción j (x) tiene derivadas de hasta el orden (n — 1) en 
un entorno del punto a y la derivada de orden n en el propio punto a. 

Igual que anteriormente, denotemos la diferencia de la fun- 
ción f (z) y el polinomio (8.35) mediante Rn +, (z) y demostremos que 
para Raya (z) es válida la siguiente igualdad 


Bra (2) = o (z — a)"l. (8.48) 


La última igualdad es la que se denomina término residual repre- 
sentado en forma de Peano. 

Ya que, on las suposiciones hechas, el polinomio (8.35) y sus 
derivadas de hasta el orden n inclusive coinciden, en el punto z = a, 
con la función / (z) y sus derivadas, respectivamente, tomadas en el 
mismo punto 7 = a, entonces son válidas las desigualdades, 


Ras (a)=0, Rasi (a)=0, 0. RARP (a)=0, REL (a)=0 (8.49) 


y nos queda demostrar que de las desigualdades (8.49) se desprende 
la fórmula (8,48). 

Para hacerlo es suficiente, empleando las igualdades (8.49) 
demostrar que 

Ras (2) 5 
im 0 (8.50) 

Puesto que cada una de las funciones Rp4; (z) y (z — a)” es 
diferenciable (n — 1) veces en todos los puntos de cierto entorno del 
punto a, son válidas las desigualdades (8.49) y toda derivada de la 
función (z — a)” de hasta el orden (n — 1) inclusive se anula sola- 
mente en el punto a, entonces, para resolver la indeterminación que 
está en el miembro izquierdo de (8.50), se puede aplicar (n — 1) veces 
sucesivamente el teorema de L'Hospital 8.17 y, como resultado, 
se obtiene 


dm AO 


lím Ear zo Mza) 


xa 


Banla) O - (8.51) 


de ra 


*) Giuseppe Peano, matomático italiano (1858—1932). 
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Teniendo en cuenta la penúltima igualdad (8.49), podemos escri- 
bir (8.51) en la forma 


Ran (2) 


REED ta 
Ear > e 


a 


lím 
za 


Ya que la derivada R (ajl1) existe y en virtud de la última 


relación (8.49) es igual a cero, entonces, el valor límite del miembro 
derecho de la última igualdad existe y es igual a cero lo que demuestra 
la igualdad (8.50). 
Por lo tanto, la deducción de la fórmula (8.48) queda terminada. 
Para concluir escribimos por completo la fórmula de Taylor con 
el término residual en la forma de Peano 
» m (a) 
A a e—a)" o a a)") 
(8.52) 
2. Otra denotación de la fórmula de Taylor. La fórmula de Taylor 
(6.33) se escribe frecuentemente en otra forma un poco distinta. Pon- 
gamos on (8.33) a = xo, (z — a) = Az y tomemos el término resi- 
dual en forma de Lagrange (8.46). Además, z = z + Az y obtenemos 


Imat anple LE ar E anta... 


LU) ipay y LO (092) pm. 
«+A (42 + ES (Az). (8.53) 
(Aquí 9 es un número del intervalo 0 < 0 < 1). La fórmula do Tay- 
lor (8.53) es la generalización natural de la fórmula de Lagrange 
(8.14) (véase el $9). La fórmula do Lagrange (8.11) so obtiene de la 
fórmula (8.53) en el caso particular de n = 0. 

3. Fórmula de Maclaurin. Suele llamarse fórmula de Maclau- 
rin *) fórmula de Taylor (8.33) con centro en el punto a == 0. De 
este modo, la fórmula de Maclaurin representa la función en el entor- 
no del punto z = 0. Escribimos la fórmula de Maclaurin para una 
función arbitraria f (z) con el término residual en forma de Lagrange, 
Cauchy y Peano **): 


19 =10 44% 24 20 4 o O an Rap (2), 


(8.54) 
donde el término residual tiene la forma: 
4) de Lagrange 
Ren (a) Fe (0<0<1), (8.55) 


+) Colin Maclaurin, matemático inglés (1698—1746). 

++) Además, so supone que on el entorno del punto x = Q f(z) tiene 
{n + 1)-ésima derivada, on el propio punto z = 0, n-ésima derivada y para el 
término residual en forma de Peano, (n — 1)-ésima derivada. 
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2) de Cauchy * 
Ray (2)= 


Puy 


GZO" paor) (0<0<1), (8.56) 


3) de Peano 
Ra+ı (2) = o (2°). (8.57) 


(Hemos empleado las fórmulas (8.46), (8.47) y (8.48).) 

Pasamos a estimar el término residual de la fórmula de Taylor — 
Maclaurin, hallar el desarrollo de las funciones elementales más 
importantes por la fórmula de Maclaurin y considerar varias aplica- 
ciones de esta fórmula. 


$ 15. Estimación del término residual. Desarrollo 
de algunas funciones elementales 


1, Estimación del término residual para una función arbitraria. 
Estímemos, para wa función arbitraria / (z), el término residual 
de la fórmula de Maclaurin tomado en forma de Lagrange (8.55). 

Supongamos que la función considerada / (x) posee la siguiente 
propiedad: existe un número real M tal que para todos los números n 
y para todos los valores del argumento z del entorno considerado del 
punto z = 0 es válida la desigualdad 


I œ) <M. (8.58) 


La función que posee dicha propiedad se denominará función cuyo 
conjunto de todas las derivadas está acotado en el entorno del punto z =0. 
De la desigualdad (8.48) se desprende que 
1409 (02)1 < M, (8.59) 
y por eso de la fórmula (8.55) se desprende que 
tapes jarr 


A < ME 


Así pues, obtenemos la siguiente estimación universal del término 
residual para la función cuyo conjunto de todas las derivadas está aco- 
tado por el número M en el entorno del punto z = 0: 


Iasi (2) < M -Er (8.60) 


Recordemos que para cualquier z fijado 


o 
Ma 


=0 


jubrayemos otra vez que hablando en goneral, en las fórmulas (8.55) 
) los valores de © son diferentes. 
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(véase el ejemplo 3 del p. 3 del $ 3 del cap. 3). De aquí se desprende 
miembro derecho de (8.60) cualquier pequeño que sea. Esto nos per- 
mite aplicar la fórmula de Maclaurin para el cálculo aproximado de 
las funciones que poseen dicha propiedad con cualquier exactitud 
anticipadamente fijada. Aduzcamos ejemplos de las funciones 
cuyo conjunto de todas las derivadas está acotado en el entorno del 
punto z = 0. 

1) f (z) =8, $" (z) = œ. El conjunto de todas las derivadas 
de esta función está acotado por el número M = e” sobre cualquier 
segmento [—r, r] (r > 0). 

2) f (2) = cos z ó f (2) = sen z. El conjunto de todas las deriva- 
das de cada una de estas funciones está acotado por el número M = 1 
sobre toda la recta infinita. 
rrollo de algunas funciones elementales por la fórmula de 
Maclaurin. 

A. f(z) =e. Ya que [0 (z) = æ, /™ (0) =1 para cual- 

quier n, la fórmula de Maclaurin (8.54) tiene la forma 


estiti t at © (8:61) 
donde el término residual en forma de Lagrange es igual a 
Raula) =i (0<0<1). 


En todo segmento [—r, +rl (r > 0), debido a que |e] < e, 
obtenemos la siguiente estimación para el término residual: 


Raa (<r (8.62) 
B. /(«)=senz. Ya que /™ (x)= sen (z4r +). 


10 (0) =senn FE 


o, si n es par, 
a 


a 
(—1) 7, sines impar, 
la fórmula de Maclaurin (8.54) tiene la forma 


# 


» > zi ya 
src= + OA HO T E Rasla), (8.63) 


donde n es número impar y el término residual en forma de Lagran- 
ge es igual a 


Rant) = -or sen (0a4+nF+x) (0<0<1). 
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Es obvio que en todo segmento [—r, +r} (r > 0) para el término 
residual es válida la siguiente estimación: 
mn 
Ran (2) < GFA” (8.64) 
C. f(a)=cosz. Ya que {™® (z) = cos (2+n +). 


SE 0, si n es impar, 
1 (0) =cosn <= i. a 
(—1)7» sines par, 


la fórmula de Maclaurin (8.54) tiene la forma 
2 z z 

rr FA (EE Rala), (8.65) 
donde n es número par y el término residual on forma de Lagraugo 
es igual a 

Banla) == Fr os (rnia) (0<0<1). 
Sobre todo segmento [—r, -+r] (r > 0) obtenemos, para el término 
residual, la estimación (8.64). 


D. f (2) = In (1 + z). Ya que para n>4 
Pa A A, 
100) =0, [(0)= (1)! n—4)1, 
la fórmula de Maclaurin (8.54) tiene la forma 
o) E Ran (2). (8.66) 


Esta vez escríbamos y estimemos el término residual tanto en forma 
de Lagrange como en forma de Cauchy: 


peo 
Pt = AT 


A m= ¿E (en forma de Cauchy). (8.58) 


Si estimamos la función Ìn (1 + z) para los valores z pertenecientes 
al segmento O< z< 1, es más conveniente utilizar el término 
residua) en forma de Lagrange (8.67). Pasando en la fórmula (8.67) 
a los módulos, para todos los z del segmento 0 < z < 1 obtenemos 


nat <> (8.69) 


zr (en forma de Lagrange), (8.67) 


*) Notemos otra vez que, hablando en general, en las fórmulas (8.67) 
y (6.68), los valores de @ son diferentes. 
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De la estimación (8.69) es obvio que para todos los z del segmento 
0<<1 Ray (z)— 0 cuando n— co. 

Estimemos ahora la función A (1 + z) para los valores nega- 
tivos x del segmento —r < z < 0, donde O < r < 1. Para hacerlo, 
utilizamos el término residual en forma de Cauchy (8.68). 

Escribimos este término residual en la forma 


Rat 0 (e) e (8.70) 


Tomando en consideración que para los valores considerados de 
2 por <1 y pasando a los módulos en la fórmula (8.70) ton- 
dremos 


Ran (2) |< (8.21) 


Ya que 0 <r < 1, entonces la estimación (8.71) permite com- 
probar que lím Rayı =0 
Se 


7- 


E. f (2) = (1 + 2)%, donde æ es número real. Puesto que 
10()=0a(0—1)... (@ — n + 1) (1 + z)”, 
® (0) = a (a — 1) ... (a — n + 1), 
la fórmula de Maclaurin (8.54) tiene la forma 
A a ETE ag... 


¿2000 Ra (8.72) 


donde el término residual en forma de Lagrange es igual a 


Ran (2) = LE y ja a (0< 0< 1). 


(8.73) 


En el caso particular cuando æ = n es número entero, R,+1 (2) = 0 
obtenemos la fórmula del binomio de Newton conocida del curso de 
matemáticas elementales 


o h.a (8.74) 


Si es necesario obtener el desarrollo no del binomio (1 -+ z)", sino 
del binomio (a + z)", entonces se puede sacar a” del paréntesis 
y emplear la fórmula (8.74). En este caso obtenemos 

a g” CAN 7 
re (14 e [+ (5) + 


o dep, 
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De este modo, el caso general del binomio de Newton es el caso 
particular de la fórmula de Maclaurin. 
F. f (z) = arctg z. Podemos cerciorarnos de que 


0 
$(0)= f 


aci 
(—1) 7 (n—1)!, sin es impar. 


si n es par, 


De esta manera, la fórmula de Maclaurin (8.54) con el término resi- 
dual en forma de Peano (8.57) tiene la forma 
nin 


AHD T ol"). 


7 


El Ead 
arctg r=- 5 +E 


Aqui n es número impar. 


$ 16. Ejemplos de aplicaciones de la fórmula 
de Maclaurin 


1. Algoritmo para calcular el número e. En el p. 4 del $ 3 del 
cap. 3 hemos introducido el número e como el límite Kim (1 +1) 


a 
y hemos obtenido para e la estimación aproximada (véase la fór- 
mula (3.7) del cap. 3) 2 <e <3. Ahora mostremos cómo se cal- 
cula el número e con cualquier grado de exactitud que nos interesa. 
Empleemos la fórmula de Maclaurin (8.61) y la estimación del tér- 
mino residual (8.62) poniendo en estas fórmulas z =r = 1. Obte- 
nemos 


e=144 HAt HiH Ran (0), (8.75) 
donde 
e 3 
RaO iS (8.76) 


Empleando estas fórmulas y escogiendo en ellas n bastante grande, 
podemos estimar el número e con cualquier grado de exactitud que 
nos interesa. 

2. Realización del algoritmo para calcular el número e en un 
ordenador. El algoritmo para calcular el número e mencionado en 
el punto anterior se realiza fácilmente cn los ordenadores. 

Aduzcamos ol cálculo del número e por la fórmula (8.75) para 
n = 400 en el ordenador BESM-6 *). Los cálculos se realizaron para 


*) Para los lectores quo conocon el lenguajo algorítmico estándar ALGOL 
aduzcamos el programa de cálculos escrito en esto lenguajo: 
Dagta les: Algol AA variante EATA ot 
integer i, c, p, n, m: F array a, b, e 10: 601); 
(39, 50, 39, 10, O, 0): 
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600 cifras a la derecha de la coma. Teniendo en cuenta los errores 
posibles del redondeo, hemos omitido las últimas 10 cifras y aduzca- 
mos el resultado del cálculo para 590 cifras y la derecha de la coma: 


2,718281 828459 045235 360287 471352 662497 757247 093699 
959574 966967 627724 076630 353547 594571 382178 525166 427427 
466391 932003 059921 817413 596629 043572 900334 295260 595630 
738132 328627 943490 763233 829880 753195 251019 011573 834187 
930702 154089 149934 884167 509244 761460 668082 264800 168477 
411853 742345 442437 107539 077744 992069 551702 761838 606261 
331384 583000 752044 933826 560297 606737 113200 709328 709127 
443747 047230 696977 209310 141692 836819 025515 108657 463772 
111252 389784 425056 953696 770785 449969 907946 864454 905987 
931636 889230 098793 127736 178215 424999 229576 351482 208269 
DS 668033 182528 869398 496465 105820 939239 829488 793320 
36 


Notemos que el ordenador tardó aproximadamente un minuto en 
realizar todos estos cálculos, 

3. Empleo de la fórmula de Maclaurin para estimaciones asintó- 
ticas **) de funciones elementales y para calcular límites. La fór- 
mula de Maclaurin es un medio efícaz para obtener estimaciones 
asintólicas de funciones elementales y para calcular límites. 

En el cap. 4 hemos establecido las siguientes fórmulas asintó- 


for i: =1 step 1 until 601 do 
a [i]: = b fil: = e [i]: = 0 
Jor ni = 1 step 1 until m do 


step — 1 until x do 
elil + b lil + m 


p: = 0 

if e < 10 then e [i]: — e else 
hegin e[:]: = c — 10: p: =1 end 
end 


1 step 4 until 6 do 
tput (407, ‘zd’, «10h; 
for i: = 1 step 4 until 590 do 
output ('zd'}, e (le) 
end 
end 
**) La fórmula o estimación caracteriza el comportamiento de f (z) 
para r— a (aquí para z— 0) so denomina asintótica. 
18—607 


274, Cap. 8. Teoremas de las funciones diferenciables 


ticas para las funciones elementales: 
senz=x-+0(2), 
YVTri=14+h40(0, 


In(142)=xe+0(2), (8:77) 
*=1+2+0(2), 
cosz=1— 40 (2). 


Las fórmulas (8.77) dan representaciones de las funciones elemen- 
tales para valores pequeños de | z |. Las cuatro primeras fórmulas de 
(8.77) estiman las funciones elementales correspondientes con exacti- 
tud de hasta términos de primer grado respecto a la magnitud pe- 
queña x, y la última de las fórmulas (8.77), con exactitud de hasta tér- 
minos de segundo grado respecto a z. 

Las estimaciones (8.77) resultan suficientes para calcular límites 
más simples. Sin embargo, para calcular límites más complicados 
en los cuales desempeñan el papel determinante los términos de grado 
superior respecto a la magnitud pequeña z, las fórmulas (8.77) son 
insuficientes. Así. por ejemplo, empleando las fórmulas (8.77) es 
imposible calcular el valor límite 


lím SE E (8.78) 
puesto que al examinar el denominador se puede deducir que aquí 
desempeñan el papel determinante los términos de tercer grado res- 
pecto a x. 

De este modo, para calcular los límites finos es necesario obtener 
estimaciones asintóticas más exactas para las funciones que están 
en los miembros izquierdos de las fórmulas (8.77). 

Estas estimaciones se desprenden inmediatamente do la fórmula 
de Maclaurin (8.54) si on esta fórmula tomamos el término residual 
en forma de Peano (8.57). Escribiendo las fórmulas de Maclaurin 
(8.63), (8.72), (8.66), (8.61) y (8.65) y tomando en cada una de ellas 
ol término residual en forma de Peano, obtenomos las siguientes 
estimaciones asintóticas: 


EEN 
senz HH HT o, 


O r taa a... 
ES a(a—1)... (0-n+1) 2+o0(2), 


E o (8.79) 
A oa"), 
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A ol, 
A ON 


(Aquí, en la primera de las fórmulas (8.79) n es cualquier número 
faban, y en la última de las fórmulas (879), y es cualquier número 
par.) Las fórmulas (8.79) estiman las funciones elementales corres- 
pondientes con exactitud de hasta términos de cualquier grado n 
respocto a la magnitud pequeña z. Estas fórmulas son medios efi- 
caces para calcular algunos valores límite finos. 

Aduzcamos ejemplos del empleo de las fórmulas asintóticas 

19 


“4% A título de primer ejemplo consideremos el valor límite 
(8.78) mencionado anteriormente. Aplicando la primera de las fór- 
mulas (8.79) (tomada para n = 3), tendremos 


sonz—z e 


lím 
z0 


-mm [- hto] 


Partiendo del tipo del denominador se puede deducir que el papel 
determinante deben desempeñarlo los términos de cuarto grado 
respecto a z (puesto que sen z = x + o (2). Empleando las fórmulas 
(8-79), podemos escribir 


cos e= 1— oa), (8.80) 
smz=2+o(2), (8.84) 
e=1+i4+ Hol). 
Por lo' tanto, si 2=—%/2 obtenemos 
CTA Eo (a). (8.82) 


En virtud de las fórmulas (8.80), (8.81) (8.82) el valor límite 
buscado puede escribirse en la forma 
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Aquí, mediante el símbolo æ(z) hemos denotado la magnitud 
aa ) 
26. que es infinitesimal para z— 0.) 

f 


y ad y (en xx) 
3. T= lím (cos z+-<) 3 

1 
Mediante y denotemos la magnitud *® y= (cosz+ 5 mun 


Entonces los 7= lim y. Hallando los logaritmos para la expresión de y, 
2-0 


tendremos 
1 a 
yt (009243). 
Calculemos 


à 
ln (cas r45 
jiy ES 
im 0223 


Puesto que cosa=1—F+37+0(2) y snz=r— 5 +o (29, 
obtenemos 


z 
la (1440 (2) 
lim Iny=lím (ua JE, 
x-0 m 4 (a) 


Ahora tomemos en consideración que lu (1 + z) = 2 + o (z). De 
esta fórmula se desprende 


n (14 Ho (a) == +0 (09). 
De esto modo, 


El 1 o (rt) 
irto BIR 
lminy=lim =m“ =- 
i e —G aiak == —¿+o (2) 


De aquí se deduce 


1 
I=límy=e Y. 
20 


*) Para z pequeños la expresión (cos z +5 ) es anticipadamente positiva.” 
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Complemento 


Cálculo de funciones elementales 


En el presente Complemento examinaromos el problema del cálculo de 
valores de las funciones elementales más simples. 

Para calcular los valores de todas las funciones mencionadas, se utilizan 
dos tipos de algoritmos, el primero de los cuales se basa en el desarrollo de la 
función calculada por la fórmula de Taylor, y el segundo, en su desarrollo en la 
fracción continua. El primer algoritmo permito elaborar el programa común 
para calcular los valores de las funciones logarítmica y trigonométricas inver- 
sas. ¿El segundo algoritmo es base dol programa universal paca calcular las 
demás funciones elementales más simples. 

Además de argumentar dichos algoritmos, cstimaremos ol número de itera- 
ciones que garantizan la exactitud dada de los cálculos. 

y; Cálculo de. las funciones, logarítmica y trigonométricas inversas, El 
cálculo de estas funciones se hace basándose en a fórmula do Taylor. Considerar 
mos detalladamonte el problema dol cálculo del logaritmo y del arco tangente, 
El cálculo de los valoros de arcctg z, aresen z y arccos z se reduce fácilento al 
cálculo del arco tangente emplcando las siguientes fórmulas conocidas: 


arg argo, aresen ze aretg 


1.-CALCULO de In a. Representemosel número a > 0 en la forma siguiente: 


a— 2PM, (8.83) 
donde p es número entero, y W satisface las condiciones 
{suci 68) 


Notemos que la representación de a en la forma (8.83) es la únii Empleando la 
fórmula (8.83), obtenemos la siguiente expresión para In a 
ha=pln24 tn M. 18.85) 
Haciendo 
1 i+rz 
“aa = (8.86) 


y Poniendo esta expresión para M en (8.85), transformemos la fórmula (8.86) para 
ln a en la forma siguiente: 


1 ir 


= (2—4) 2410 EEZ. (8.87) 
i+z 


Desarrollemos la función ln 


4 Por la fórmula de Maclaurin, Es fácil 
cerciorarse de que este desarrollo con el término residual en forma de Lagrange 
ene la forma siguiente: 

142 
1 


2z 2z ¿an 
A A 
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donde 


E sanidad 4 4 
a | aor q]. 1530) 


y el número 0 está comprendido estrictamente entre el cero y la unidad 
Para calcular aproximadamente In a se usa la siguiente fórmula; 


$ an jz 


Inam (p—4) In2+2 (a+ HT 18.90) 


que se obtiene de (8,87), al sustituir InFEZ por la parte de la fórmula de 


Maclaurin (8.88) para esta función sin tomar el término residual Ran4, (7). Obser- 
vemos que en la fórmula aproximada (8.90) para ln a el número z se determina 
valiéndose de la fórmula (8.86) y tomando en consideración las restricciones (8 84) 
impuestas sobre M 
Pasamos a estimar ol error de la fórmula (8-90). Ya que el valor aproximado 
de ln a calculado por la fórmula (8.00) se diferoncia del valor exacto calculado 
por la fórmula (8.87) solamente en el valor del término residual Hzn+2 (2), enton- 
Sos, para determinar el error, kaste estimar este término residual 
n primer lugar, aclaremos los límites de la variación de z De la fórmu- 
la (8.86) obtenemos 


(8,90 
MV2+1 
De (8,01) se desprende que, para los valores de M que satisfacen las desigualda- 
des (8.84), el valor absoluto de z satisface la condición *) 
xj < 0,172 (8.92) 
Observemos ahora que la estructura del término rosidual Renga (7) es tal 
que la estimación puede realizarse de la manera igual para los valores positivos 
y negativos de z (de la fórmula (8.89) so despronde que la sustitución de z por —2 
no cambia la estructura de Rana (7)). Por eso. es suficiente obtener la estima- 
ción de Rana (2) para z > 0. Teniendo en cuenta este hecho y la igualdad (8.92) 
y sustituyendo En el miembro derecho de (8.89) la m - x por el número e 2, 
lo magnitud por la unidad, y la magnitud -gz Por el número 772 
obtenemos la siguiente estimación: 


(0,17227-2 1 a 
Ina | < CEDE [it pra]. 
En la última fórmula, pone (0,172)*"** entre los corchetes Ya que 
< 0,208, obtenemos la siguiente estimación para Rans (2): 
(0,172)9m+24 (0,2082 8.43) 
2 mF e aiii 
Al calcular ln a en el ordenador **) se suele tomar la fórmula (8.90) para 


1 Ransa (2) | 


Ya que z es función de M, entonces el problema se reduce a la búsqueda 
del valor máximo del módulo de la función (8.91) en el segmento [1/2, 11. 
**) Exactamente de este modo se calcula In a en el ordenador BESM-6 
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6. Para este caso, la exactitud de los cálculos se estima, como se ve de 


(8.93), por el número £ % 4002088 quo mo supera a (,625-10-1 


2. CÁLCULO dearclga. Evidentemente, podemos limitaraos al caso do los 
valores positivos del argumento, puesto que, tomando | 2 |=0, hallamos 
arctg æ = sgn a-arctg z. 

Ahora indiquemos, transformaciones normales empleando Jas cuales el 
cálculo de arctg z, para los valores del argumento z no inferiores a 1/8, so reduco 
al cálculo del arco tangente para los valores del argumento inferiores a 1/8. 

Sea primeramente z> 1. Hagamos y = arctg r, es decir, z = tg y y z = 


tgy—i _a—4 
rti rF C 
< 1. Ya que arctg z= actg 1 -+ arctg n = i + arctg z, entonces el cálculo de 


arctg z para los valores zœ 1 se reduce al cálculo do arctg z, para 0 < 2, <4. 
Examinemos ahora el caso cuando el argumento satisface las dosigualda 


i 
dsg <x<1, 


Sea ki =1, ka= 1/2. ky = 44, k= 18. Evidentomente, para cierto 
i= 1,2. 3,% so cumplen las desigualdades 


kr (8,04) 


uretg or, es decir, 
tenemos 


n 


= tg (y — arctg 1). De la última fórmula obtenemos z, = 


= Igy y n = tg (y = arctg k) 


igy- ki 2ki 
AT 1Fke 
Ya que r > 0, entonces 1 — £,r > 1. Además, según la desigualdad derocha do 
8,94), r — ki < 2k; — ky. Por eso, do la última expresión pura <; obtenomos 
a desigualdad a, < k. Ya que arctg x — arctg kı + arctg sy, entonces el cálcu- 
lo de arctg z para los valores < que satisfacen las desiguaklades (8 94), se reduce 
al cálculo de arctg 7, para U < 1, < ky 

Al repetir las transformaciones descritas del argumento z cuatro veces al 
máximo, reducimosel cálculo de arctg z para los valoros x del somiintervalo 1/8 < 
Sa < 10 cálculo del arco tangente para los valores del argumento inferio- 
res a 4,8, 

Para calcular arctg z para < < 18 se utiliza la formula de Maclaurin 


x 


ama 
21 
ulos suelen tomar la Última fórmula para n = 6 eliminando el 


término residual *). El programa para calcular el logaritmo, es el mismo que 
para el arco tangente. Empleando este programa para el arzo tangente, hay que 


+Banoz (2). 


nai 
Fi 

2. Cálculo de las funciones trigonométricas, la función exponencial y las 
funciones hiperbólicas. El cálculo de estos funciones se hace erapleando fraccto= 
nes continuas. Las propiedades de estas fracciones se dan a continuación en el p. £. 

El cálculg de todas las funciones enumeradas se efectúa utilizando una 
fracción contina que se obtiene al desarrollar la función th r. Por eso, examine- 


tener en cuenta que los signos de los términos vecinos se cambian. 


*) Precisamente de este modo se hace, por ejemplo, para efectuar cálculos 
en el ordenador BESM-6 
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mos detalladamente el cálculo de los valores de la (unción th z y después indi- 
quemos como se calculan las demás funciones. 
1. ALGUNAS NOCIONES DE LAS FRACCIONES CONTINUAS, Se denomina fracción 


continua finita PÈ la expresión de tipo 
La 18.95) 


Las magnitudes a. ~, ap suelen llamarse numeradores parciales, y Uy, 
bis «+ «+ ns denominadores parciales. 
Las fracciones continuas 


abt, (8.90) 


se denominan fracciones convenientes para la fracción L2. 


On * 
Si tomamos P_, = 1 y Q, = 0, ontoncox de las expresiones (8.96) para las 


fracciones convenientes 54 (k = 1, 2, . .., n) ss puedo obtener las siguientes 
fórmulas que ligan Ph con Phy Y Pa~e Y Oh COn Qhes Y Oroa 
Ph = bh Pher + arPh- 
B.’ 
AnA O] dad 
Necesitamos una fórmula especial para la fracción 22 determinada por la 
rolación (8.05). Para establecer esta fórmula, comparemos dos fracciones con- 
venientes gy qa. La diferencia de estas fracciones es obviamente igual a 


Pa _ Pra 
Or Ona i 


En virtud de (8.97), el numerador dol miembro derecho de (8.98) puede escribir- 
so en la forma 


PrOna — QuP ra = OpP na H 098 m2) Orai — (hOr H Ohna) Phi = 
= — ap APh -irs — @r-iPhosh (8.99) 
Empleando sucesivamente la relación (8.99) para los valoros k, (k — 1), Ue 
= 2h 


, 1 y toniendo en cuenta que P_, = 1, Q., = 0, Q, = 1, daremos 
(8.98) la forma siguiente: 


1 
a (8.100) 


ER a) 
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entonces, empleando (8.100), obtenemos la fórmula ospecial necesaria para la 
fracción ge: x 
La, an 


hi 
rr a T E 


2. DESARROLLO DE LA FUNCIÓN thz EN LA FRACCIÓN CONTINUA. El méto- 
do de desarrollo de la función th z en la fracción continua empleado on este punto 
fue propuesto por Schlómilch *) para desarrollar la función tg z en la fracción 
continua. 

Consideremos la función y = ch} 7 para los valores z > 0. Son evidontes 
las siguientes identidades que se obtienen diferonciando sucesivamente la fun- 
ción dada y haciendo transformaciones simples: 


(8.401) 


2 Vi =b V3, VI 


De la última relación obtenemos la identidad válida para todos los x > 0: 


day" + 2y —y=0. (8.102) 
Diferenciando sucosivamente la identidad (8.102), tendremos 
Azy"+0y—y'=0, 
OEA SUELES dd ) (8.103) 
Ary 2) y — y =0 


an.) 

5 
ción de (8.103) obtenemos la identidad 4zup 42 + 4n +2 th de Ja cual 
so dlespronde la relación dia 


Denotemos la relación mediante uy +1 Entonces, de la última rela- 


1/2 
es Ea rr (8105 
Puesto que u, =Z: 1V2 , entonces, para n=0, la relación (8.104) puode 
vaz 
escribirse en la forma siguiente: 
tb V3: 


En el miembro derecho de esta fórmula sustítuimos u, por su exprosión obte- 
nida empleando (8.104) para n = f. Como resultado obtenemos la fórmula 


En la última relación podemos sustituir, u, por su expresión obtenida 
valiéndose de {8.104) para n = 2. Podemos realizar operaciones de este tipo 
cualquier número finito de veces. Como resultado, obtenemos el desarrollo de la 
función th 7 en la fracción continua. Sustituyendo on esta relación V7 por z, 


*) Schlömilch O. Ueber den Kettendruch fur tg z.— Zs. Math. und Phys. 2 
(1857), 137—4165. 
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hallemos el desarrollo necesario de la función th < en la fracción continua finita. 
Este desarrollo tiene la forma 


a 
thz=— 5z. 


5+ (8.405) 


e 
ITA 

3 CÁLCULO DE LOS VALORES DE LA FUNCIÓN th y ESTIMACIÓN DEL ERROR 
DF LOS CÁLCULOS El cálculo de valores de la función th z en el ordenador suele 
realizarse empleando la fórmula (8.105) en la cual se omite el término 21žuņ pe. 
Además, n se toma igual a 6 (n=6) y el valor absoluto de las magnitudes de z 
su limita al número 7/4. 

Estimemos el error para cualquier uúmero n. 

Medjante tħ z denotemos el valor aproximado de la función th z obtenido 
de (8.105) después de omibir el término 22%, +>. Para doterminar Ja exactitud 
de cálenlos debemos, obviamente, estimar la diferencia th z — Th z. Observemos 


+ > Pasi ¿Pres 

que th s y th z son fracciones continuas que denotamos por y reos 
y q rd 

pectivamente. 


Vamos a poner los valores de los numeradoros parciales a,, 2, y de los deno- 
mmadores parciales by, 7, para estas fracciones ¡Ja raya por arriba denota las 


magnitudes que se refieren a la fracción £221 


18.108) 


bner =? t- 2rtunsa bnar 2n o 


22 y Pro g 
Ya que para las fracciones a spa .01=0,=0 y mmt, one 
tonces, empleando la fórmula (8.106) y las relaciones (8.97), obtenemos las 
siguientes igualdades. 

Q= 0=Óm -a Qn=On 

Quer =(2n +1 42294) On +20 (8107) 

Ona = 2n +1) n +2%0n-1 


Ahora representemos cada una de las fracciones SUL y Le 


me Gne 
(8.101). De las fórmulas (8.100) y (8.107) se desprende que estas representaciones 
se diferenciarán solamente por los últimos sumandos. Por eso la diferencia 


qa — Rel será igual a la diferencia de los últimos sumandos de las repre- 


sentaciones de estas fracciones según Ja fórmula (8.101). Ya que la diferencia 
de las fracciones consideradas es igual a th z —iÑ' x, entonces, empleando (8.106), 


en la forma 
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obtenemos la siguiente fórmula: 


Rd 1 

thr— ibza maginn | = E 
si i an zaz] 

Empleando las fórmulas (8.107), es fácil transformar esta relación en la forma 

siguien te: 

A A A Sna — 

Onnar E 22 40ntns2 + (2044) On +2%n=1 

Para obtener la estimación necesaria utilicemos dos desigualdades siguientes 


que demostramos a continuación. 
Si 2> 0, para cualquier k3 4 es válida la desigualdad: 


Qar > (2k — 01 (8.109) 

Si x>0 la magnitud Un yz es positiva: 
Un+a >0. a (8,110) 

Pasamos ahora a estimar la diferencia th z — Th z para z>0. Ya que 


para z > 0, unte > 0 (véuso (8.110) y cualquior Qh > 0 (véase aom, enton- 
dos la expresión antre corchetes en el miembro derocho de la igualdad (8.108) no 
supera a la unidad Luego, de (8.t09) obtenemos la siguiente desigualdad. 


Gnas > [2n (224-1) 


Por eso, cuando z > Ò, para cualquier número n es válida la siguiente estimación 
del error: 


]. 61% 


amer 
1hr- z | S n TT (8111) 


Detengámonos en estimar el error para n = 6 y para los valores z que satisfa- 
cen las ace labs O< yr a'h, Si n = 6, el número 2n — 1 es igual a 11 
yl pimero 2n + 1. a 13, Ya que () < 0,8, entonces zi? < (0 8y £ 88 
En fácil calcular que 111} = 1% 395. Por eso, teniendo en cuenta que 2-8 +- 1 
= 13, de fórmula (8.111) obtenemos que para n = 6 el error del cálculo aproxi: 
mado de th z no supera a 4-40-1L, 

Ahora demostremos los desigualdades (8.100) y (8.110), 

DEMOSTRACIÓN DE LA DESIGUALDAD (8.109) E 

Demostremos primeramente la no negatividad de cualquier Ga. De las fórmu- 
las (R 106) so desprende lu no negatividad de by y an para cualquier k © n cuan- 
do z0, Ya hemos notado que Qı = 0, Qe = 1. De aquí y de la segunda 
fórmula de (8.97) se desprende Ja no negatividad de €, para cualquier k < n 

De la segunda fórmula de (8.97), así como de la no negatividad de a, y Q, 
se desprende la desigualdun 

Gn > Qs 8412) 

Ya que Qq=1 y bp = 24—41 para 1K kG n, de la desigualdad (8.112) 
obtenemos sucesivamente Q; > 1, Q> 3, .-., 04 > (2k — 1)!!. La validez de 
la desigualdad (8.109) queda demostrad: 

DEMOSTRACIÓN DE LA DESIGUALDAD (8 110). 

Fs suficiente demostrar que para z > 0 todas las derivadas de la función 
y = h z son positivas. De esta manera demostramos evidentemente, la desi- 
gualdad (8.410), puesto que 


yr» 
una GO + 
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Multiplicando la última relación de (8.103) por 
esta relación en la forma 


[jo] > 


podemos escribir 


6113) 
Cerciorémonos ahora de que 
ntt 
lím É A gano (a) o (8.414) 
xo 0+0 
Para esto basta cerciorarse de que la magnitud 
Pan (a) (8115) 


está acotada para =—=0-+0. De las relaciones y=ch 7 e a se 
z 
desprende que y (a) e y (z) están acotadas para z= Ò + 0. Poro, ontonces, de 
(8.102) se desprende quo Ja magnitud zy? (2) está también acotada para z= 
Luego, de la última relación de (8.103) se deduce utilizando la inducción, 
que la magnitud (8.115) está acotada para cualquier número n cuando z = 0 ci 0 
Por lo tanto, la relación (8.114) queda demostrada. 
Demostremos ahora que para cualquier número n la derivada 


YO (a (5.116) 


es positiva para x>0, Es evidente que y (+) == y (z) = ch VZ es positiva 
para x > 0. Supongamos que para cierto número n la magnitud (8.116) es positi- 
va para x > 0. Entonces, cerciorómonos de que y0*) (x) es positiva para 2 > Ú. 
De (8.£13) deducimos que la derivada on el miembro izquierdo de (8.115) es 
positiva para z > 0, o sea, la función 2%*1/2 e yin) (7) crece para x > 0. Pero, 
entonces de (8.114) se desprende que esta función es positiva para z > 0. Pues, 
yimón (x) > 0 cuando z >O y la desigualdad (8.110) queda demostrada. 

4, CÁLCULO DEL SENO Y COSENO HIPERBÓLICOS Y LA PUNCIÓN EXPONEN- 
CIAL, A continuación, mediante el símbolo S, (1) denotaremos la siguiente 
fracción contínua: 


Sn) = 
3+ 


5+ BAT 


api 


Para ol ordenador se elabora el programa para calcular esta fracción continua. 
Empleando este programa, se puede confeccionar fácilmente el programa para 
calcular la tangente hiperbólica puesto que, como hemos aclarado en el punto 
anterior, el valor aproximado de th z puedo calcularse por la fórmula 


me (8.118) 


con tal que en los puntos anteriores hemos también aclarado que si n crece, 
entonces la exactitud de los cálculos aumenta y el error tiende a cero. 


Com to 


El cálculo de las funciones sh 2z, ch 2z, e* puede reducirse al cálculo de la 
tangente hiperbólica por medio de las fórmulas 


2thx i+thz 
hiegi SES 
De estas fórmulas y de la relación (8.118) se obtienen las siguientes fórmulas 
para los valores de las funciones enumeradas: 
25 n (a)r ¡a 
RS A 


Está claro que, empleando estas fórmulas y el programa para calcular S, (1), 
es fácil confeccionar os programas para calcular sh 2z, ch 2z y es. 

5: CÁLCULO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS. El desarrollo de la 
función tg = so haco análogamente al desarrollo de la función th æ en la fracción 
continua. 

Consideremos la función y = cos Y 7 para los valores z > 0. Son evidentes 
las siguientes relaciones obtenidas diferenciando sucesivamente esta función 
y haciendo transformaciones simples; 


2Vzy'= — son V7; Vwi 


De la última relación obtenemos la identidad 
ay + 2 + y 0. 


e EN 
Vz 


Diferenciando sucesivamente esta identidad, tendremos 
sayt +6 +y =0, 


TEO) 
Mediante un 41 denotemos la relación ar Entonces, de la ultima igualdad 


obtenemos la igualdad 4zup++ + 4n +2 = — 
relación 


de la cual se desprende la 
inyi 
bauma 
miS FAF runs 
De aquí, empleando los razonamientos completamente análogos hechos para la 


tangente hiporbólica, obtenemos el siguiente desarrollo de la función tg 7 en la 
fracción continua: 


9 —_ 


K: . a 
tepe 
El valor aproximado de tg z se obtiene de esta fórmula al omitir el término 
27%, 42. Teniendo en cuenta la expresión (8.117), este valor aproximado puede 
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hallarse por la fórmula 


igra (8119) 


EA 
Igual que en ol caso de la tangente hiperbólica. demos corciorarnos de que, 
š n menta, la exactitud de los cálculos por la fórmula (8.119) crece y el error 
tiende a cero. 
Empleando las fórmulas del curso de las matemáticas elementales sen 2z = 


2 tg 1— tg’ z i ų 
= J pr Y cos 2e = E y las rolaciones (8.119), obtenemos las si- 


guientes fórmulas para calcular los valores aproximados de sen 2z y cos Ze: 


MEA 
SETA 


Para concluir, notemos que la exactitud de cálculos de todas las funciones 
mencionadas en los últimos dos puntos no será menor que 10-1 para seis iteracio- 
nes (n = 6) si se observa la condición de que el argumento z no supera a 1/4 en 
valor absoluto. 


Capitulo 9 


INVESTIGACIÓN GEOMETRICA DE LA GRÁFICA 
DE UNA FUNCIÓN. DETERMINACIÓN DE VALORES 
MÁXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCIÓN 


$ 1. Intervalos de monotonía de una función. 
Búsqueda de puntos de extremo 


1. Búsqueda de intervalos de monotonía de una función. En el 
$ 10 del capítulo anterior hemos establecido algunas condiciones que 
asoguran el crecimiento (o, respectivamente, el decrecimiento, el no 
crecimiento y el no decrecimiento) 
de la función f (z) en cierto inter- 
valo (a, b). Para que sea más 
cómodo, volvamos a enunciar 
las condiciones halladas: 

Para que la función / (z) 
diferenciable en un intervalo a, 
(b) no decrezca (no crezca) sobre 
esto intervalo es necesario y 
suficiente que Ja derivada de 
esta función f' (x) sea no nega- 
tiva (no positiva) en todos los 
puntos de este intervalo. 

2. Para que la función dife- 
renciable f(x) crezca (decrezca) 
sobre el intervalo (a, b) es sufi- Fig. 9.1 
ciente que la derivada f’ (z) sea 
positiva (negativa) en todos los puntos de este intervalo. 

De este modo, el estudio de los intervalos de monotonía do la 
función diferenciable / (2) se reduce a la investigación del signo de 
la primera derivada de estu función. 

A título de ejemplo examineros el problema en el cual se buscan 
los intervalos de monotonía de la función f(x) => z% — 31% — 4. 
Ya que f' (z) = 3z° — 6z = 3r (z — 2), entonces, f' (z) es evi- 
dentemente 


positiva si —œœ < z < 0, 
negativasi 0<z<2, 
positiva sì 2 < z< +o- 
De este modo, la función considerada crece en cada wna de las se- 
mirrectas (—0o, 0) y (2, +00) y decrece en el intervalo (0, 2). 
La gráfica de esta función está representada en la fig. 94. 
2. Búsqueda de puntos de extremo posible, En el p. 2 del $ 7 del 
capítulo anterior hemos introducido el concepto de máximo (mínimo) 
local de la función f (z) y hemos establecido la condición necesaria 
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para que en un punto dado la función f (e) tenga máximo (mínimo) 
local. Para que sea más cómodo, volvamos a enunciar las defini- 
ciones y los resultados establecidos en dicho punto. 

Sea la función f (z) definida en todos los puntos de cierto entorno 
del punto c. Se dice que en el punto c la función f {z) tiene máximo 
(mínimo) local si existe un entorno del punto c tal que entre sus 
límites el valor f (c) es el máximo (el mínimo) entre todos los demás 
valores de esta función. 

El máximo local y el mínimo local se denominan extremo. 

El siguiente teorema establece la condición necesaria del extremo 
de una función diferenctable: si la función f (x) es diferenciable en el 
punto c y tiene extremo en este punto, entonces, f' (e) =0. 

De este modo, para hallar los puntos de extremo posible de la 
Iunción diferenciable f (x), hay que determinar todas las raíces de la 
ecuación f' (7) = 0 (s decir, hallar todos los ceros de la derivada 
J' (2). En adelante, las raíces de Ja ecuación f’ (x) = O denominare- 
mos puntos de extremo posible de la función / (x) *). 

Sin embargo, observemos que, como la igualdad de la primera 
derivada a cero es solamente condición necesaria **) de extremo, hay 
que investigar complementariamente el problema de la existencia 
del extremo en todo punto de extremo posible, Para hacer esta 
investigación complementaria tenemos que establecer condiciones 
suficientes de la existencia del extremo Vasamos a hacerlo. 

3. Primera condición suficiente de extremo. 

Teorema 9.1. Sea que un punto c es punto de extremo posible de 
la Junción f (1) y sea que la función 1 (z) es diferenciable en todos los 
puntos de un entorno del punto c. Entonces, si entre los límites de dicho 
entorno la derivada f’ (z) es positiva (negativa) a la izquierda del punto 
c y negativa (positiva) a la derecha del punto c, la función f (x) tiene 
máximo (mínimo) local en el punto c. Si la derivada f' (2) tiene el 
mismo signo a la izquierda y a la derecha del punto c, entonces en el 
punto c no hay extremo. 

DEMOSTRACION. 4) Sea primero que entre los límites de dicho 
entorno la dorivada f’ (z) es positiva (negativa) a la izquierda del 
punto c y negativa (positiva) a la derecha del punto c. Es necesario 
demostrar que el valor f (c) es el máximo (mínimo) entre todos los 
valores de f (z) en dicho entorno. Mediante z, denotemos cualquier 
valor del argumento de dicho entorno diferente de c. Basta demos- 
trar que 


(e) — f (2) >00 (<0. 


*) Las raíces de la ecuación f’ (7) = 0 se denominan a voces puntos esta- 
cionarios. 

**) Esta condición no es suficiente lo que se desprenda, por lo menos, de la 
investigación de la función y = 2”. Esta función no tiene extremo en el punto 
==0 donde f'(2)=0. 
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La función f (z) es diferenciable (y, por lo tanto, continua) en el seg- 
mento lc, zo]. Aplicando el teorema 8.12 de Lagrange a / (2) por el 
segmento le, zol, tendremos 


$ (6) — f (20) = f (E) (c — zo), (9.1) 


donde E es cierto valor del argumento comprendido entre e y Zo. 
Ya que la derivada /' (E) es positiva (negativa) para Tọ < c y. nèga- 
tiva (positiva) para z, > c, entonces el miembro derecho de (9.1) 
es positivo (negativo). 

2y Sea ahora que la derivada /' (z) tiene el mismo signo tanto 
a la izquierda como a la derecha del punto c. Denotando, igual que 
antoriormente, mediante zo cualquier valor del argumento diferente 
de c y repitiendo los razonamientos hechos anteriormente, demos- 
tremos quo el miembro derecho de (9.1) tiene diferentes signos para 
Xo <c y para To > c. Esto demuestra que en el punto c no hay ex- 
tremo. 

La regla que se desprende del teorema 9.4 puede enunciarse bre- 
vemonte del modo siguiente: 1) si al pasar a través del punto de extre- 
mo posible dado c la derivada f' (x) cambia el signo de más a menos 
(de menos a más), entonces en el punto c la función f (x) tienemáximo 
(minimo) local; 2) si al pasar a través del punto de extremo posible dado 
c la derivada f' (2) no cambia de signo, entonces en el punto c no hay 
extremo, 

EJEMPLOS. 1) Suponiendo que una lata de conservas tiene forma 
de cilindro circular de radio r y altura +, determínese quo relación 
entre r y h garantiza el mayor volumen posible de si su superficie 
total permanece constante. 

Denotemos la superficie total de la lata de conservas mediante S. 
Entonces, 


2nr? + 2arh = S = const. (9.2) 
De esta igualdad hallamos que 


sS 
h= r 
De este modo, podemos expresar el volumen V de la lata do conservas 
ah =5 zu”. El problema se 
s 
Frar. 
Igualando a cero la derivada W (r) = $ — 3mr* y teniendo on 


como función del radio r: V 


reduce a la búsqueda del máximo de la función Y (r) = 


cuenta que r >0, hallamos el punto de extremo posible 


r= 


(9.3) 


19-607 
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Aunque por el sentido del problema queda claro que el único punto 
de extremo es el punto del máximo de la función Y (r), podemos 
cerciorarnos estrictamente de esto empleando el teorema 9.1 y 


observando que la derivada V’ (r) = 37 (É — r?) es positiva 
para r < V S/6x y negativa para r > V S/Gx. Establecemos ahora 
que relación entre el radio r y la altura 4 garantiza el volumen máxi- 
mo V (r) de la lata de conservas. Para hacerlo, dividimos la igualdad 
(9.2) por r? y en el miembro derecho de la igualdad obtenida emplea- 

mos Ja relación (9.3). En` este 
caso obtenemos È = 2, es decir, 
h= 2r. 

De este modo, el máximo 
volumen tendrá la lata cuya altura 
es igual al diámetro *). 

2) Hállese los puntos de extre- 
mo de la función f (z) = (2 — 2). 
Ya que f (z) = 5 (£ — 2D 
entonces cl único punto de 
extremo posible es el punto 


z=2 
Puesto que /' (z) es positiva, 
Fig. 9.2 tanto a la izquierda como a la 


derecha de este punto, entonces 
la función f (z) = (z — 2) no tiene puntos de extremo (la gráfica 
de la función / (z) = (z — 2) se representa en la fig. 9.2). 

4. Segunda condición suficiente de extremo. A veces, es difícil 
determinar el signo de la primera derivada f' (x) a la izquierda y a la 
derecha del punto de extremo posible. Para este caso, indiquemos 
otra condición suficiente de la existencia del extremo en el punto 
de extremo posible dado c que no necesita la investigación del signo 
de f' (x) en el entorno del c, sino supone la existencia en el punto c 
de la segunda derivada finita [% (z) diferente de cero. 

Teorema 9.2. Sea que la función f (x) tiene segunda derivada finita 
en el punto de extremo finito dado c. Entonces, en el punto c, la función 
1 (a) tiene máximo si {® (c) <0, y mínimo si 1% (c) > 0. 

bemosmación. De la condición /® (c) < 0 (>0) y del teorema 8.9 
se desprende que la función f’ (z) decrece (crece) en el punto c. Ya 
que, según la condición, f' (c) = O, entonces existe un entorno del 
punto e dentro del cual f’ (z) es positiva (negativa) a la izquierda de ¢ 
y negativa (positiva) a la derecha de c. Pero, entonces, según el 
teorema anterior, en el punto cf (z) tiene máximo (mínimo). 


*) El problema resuelto demuestra que es conveniente fabricar las latas 
de altura igual al diámetro para ahorrar el motal. 
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OBSERVACION. Hablando en general, el teorema 9.2 tiene apli- 
cación más estrecha que el teorema 9.1. El teorema 9.2 no resuelve 
el probloma de extremo para el caso cuando la segunda derivada 
1% (z) no existe en el punto c, así como, cuando f® (c) = 0. En el 
último caso, para resolver el problema de la existencia del extremo 
hay que examinar el comportamiento de las derivadas de órdenes 
superiores en el punto c, lo que haremos en el $ 4 del presente capí- 
tulo. 

remeros. 1) En la taza quo tiene forma de semiesfera de radio r 
so ha puesto una varilla homogénea de longitud ¿ (fig. 9.3). Supo- 
niendo que 2r < l< ár, hallar 
la posición de equilibrio de la 
varilla. 

A la posición de equilibrio de 
la varilla le corresponde el valor 
mínimo de su energía potencial, 
es decir, la posición más baja del 
centro de su gravedad O (puesto 
que la varilla es homogénea, su 
centro de gravedad coincide con 
su punto medio). Denotando me- de 5 
diante OK la porpendicalar al pla- Le 
no, en el cual está la taza, redu- 
cimos el problema a la búsqueda de la posición de la varilla AB, 
en la cual el segmento OK tiene la longitud mínima. Ante todo, cal- 
culomos la longitud del segmento OX como función del ángulo 
entre la varilla y el plano, en el cual está la taza. Sea DL paralelo 
a. OK, y OC perpendicular a OK (D es el punto de apoyo de la varilla 
en el Borde de la taza). 

Del triángulo rectangular EAD se tiene AD = ED cosa = 
= 2r cos a. Por la condición, AO = 1/2. Do este modo, 


OD = AD — AO = 2r cos a — 1/2. 


Por otra parte, DC = DL—0OK = r — OK. Por eso, del triángulo 
rectangular ODC, 


=DO__r—0K 
SMA ra — 12 * 
De este modo, la longitud del segmento OK denotada por f (a) es 
igual a f(a) =r+ 2 sen a—r sen 2a. 


Pasamos a determinar el valor del ángulo œ que da el mínimo 
de f (a). (Está claro que podemos limitarnos a los valores del ángulo 


« del primer cuadrante.) Ya que f (a) =- cos a—2r cos 2a= 


=$ cosa + 2r— ár cos? a, entonces los puntos de extremo 


198 
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posible se hallan como soluciones de la ecuación cuadrática 
ár costa —-$ cosa—2r=0. 


Puesto que en el primer cuadrante cos a es positivo, nos conviene 
solamente la raíz positiva de esta ecuación 


1 VEFE va) 
16r os ” 


cosag= 


Aunque por el sentido del problema queda claro que el único punto 
de extremo posible a, es punto de mínimo de la función f (a), de- 
mostremos eso estrictamente, empleando el teorema 9.2. És sufi- 
ciente cerciorarse de que [% (2) >0. Ya que 


19 (a)= —- son a + 4r son 22 =8r sena (cos a— qir) » 
entonces, en virtud de (9.4), 


10 (Ap) =8r sen ao (cosao— zi) = 2% y RFB > 0. 


Por lo tanto, queda establecido que la posición de equilibrio de la 
varilla corresponde al ángulo entre la varilla y el plano, en el cual 
está la taza, determinado por la fórmula (9.4). 

2) Hállense los valores de extremo de la función f (z) = z* — 
— 32* — 4. Ya hemos investigado esta función en el p. 1 del pre- 
sente párrafo (véase la fig. 9.1). Puesto que /' (z) = 3z? — 6z = 
== 3z (z — 2), entonces la función / (z) tiene dos puntos de extremo 
posible: z, = Ô y z, = 2. Ya que es fácil dilucidar ol signo de f’ e) 
a la izquierda y a la derecha de estos puntos, se puede resolver ol 
problema de extremo, empleando el teorema 9.1 a primera condi- 
ción suficiente). Pero nos preferimos a utilizar el teorema 9.2 (la 
segunda condición suficiente). Tenemos 


19 (z) =62—6, © (0) =—6 <0. f” (2) =6>0. 


Do este modo, la función f (z) tiene máximo en el punto O y mínimo 
en el punto 2. Los valores oxtremales do esta función son iguales a 


fmax = f (0) =—4, fmn = f (2) = —8- 


5. Extremo de la función, no diferenciable en un punto dado. 
Procedimiento general para determinar extremos. Hasta ahora, 
hemos estudiado el problema de existencia del extremo de la fun- 
ción f (2) en tal punto c, en el que la función f (z) es diferenciable. 
En este punto examinaremos el problema de existencia del extremo 
de una función on el punto c que no es diferenciable en dicho punto e 
pero es diferenciable en todos los puntos de cierto entorno a la de- 
recha y a la izquierda de c. 
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Resulta que el teorema 9.1 puede generalizarse para el caso de 
tal función. A saber, tiene lugar la siguiente afirmación. 

Teorema 9.3. Sea la función f (2) diferenciable en todos los puntos 
de cierto entorno del punto c, excepto, tal vez, el propio punto c, y con» 
tinua en el punto c. 

Entonces, si entre los límites de dicho entorno la derivada f' (2) 
es positiva (negativa) a la izquierda del punto c y negativa (positiva) 
a la derecha del punto c, entonces la función f (z) tiene máximo (mínimo) 


Fig. 9.4 Fig. 9.5 


local en el punto c. Si la derivada f’ (2) tiene un mismo signo tanto 
a la izquierda como a la derecha del punto c, entonces, en el puntoc 
no hay extremo. 

LA DEMOSTRACIÓN coincide en todos los detalles con la demos- 
tración del teorema 9.1. Pero esta vez, la posibilidad de aplicar el 
teorema de Lagrange a la función f (z) por el segmento [c, zo} se 
demuestra del modo siguiente: por la condición, la función f (2) 
es diferenciable (y, por tanto, continua) sobro todo el semisegmento 
(e, z,] y, además, continua en el punto c. Por tanto, f (z) es con- 
tinua sobre todo el segmento [c, ze] y diferenciable en todos los 
puntos interiores de este segmento. 

EJEMPLOS. 1) Hállense los puntos de extremo de la función 
f (z) = |x|. La función es diferenciable en todos los puntos de la 
recta infinita, excepto el punto x = 0, y continua en el punto z = 0, 
con tal que la derivada f’ (z) = 1 para z >0 y es igual a —1 para 
<0. 

El teorema 9.1 no puede aplicarse a esta función, pero, según 
el teorema 9.3, ella tiene mínimo cuando z = 0 (fig. 9.4). 

2) Hállense los puntos de extremo de Ja función y = 19%. Esta 
función es continua sobre toda la recta infinita y diferenciable 
en todos los puntos de esta recta, excepto el punto z = 0. La deri- 
vada, para z 3 0, es igual a 


a 
s yz 


y 
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En el ejemplo anterior la derivada tenía discontinuidad de primera 
especie *) en el punto z = 0; esta vez, la derivada tiene en el punto 
x =0 discontinuidad de segunda especie («salto infinito»). De la 
expresión para la derivada deducimos que la derivada es negativa 
a la izquierda del punto z = Ô y positiva a la derecha de este punto. 
Por tanto, el teorema 9.3 permite comprobar que la función consi- 
derada tiene mínimo en el punto 
æ= 0 (la gráfica de la función 
considerada se representa en la 
fig. 9.5). 

3) Hállense los puntos de 
extremo de la función 


riof siz0, 
0 si z=0. 


Fig. 9.6 


Es fácil ver que esta función es 
continua sobre toda la recta infi- 
nita. En efecto, el único punto «dudoso» es el punto z = 0, pero en 
oste punto la función es continua, puesto que 

lím y= lím y=0. 

z—0+0 0-0 

Luego, es obvio que la función considerada es diferenciable en 

todos los puntos de la recta infinita, excepto el punto z = 0. En 
voos los puntos, excepto ésto, la derivada se determina por la fór- 
mula 


1 


ta 
14t 


Ñ (14.0) 


10-10 


y 


=lím 2 no existe, 
PES 


Es. fácil ver que el límite liza 
pa 
ipe” 
así que la función y = f (z) no es diferenciable en el punto z = 0. 
Debido a que la derivada y’ es positiva, tanto a la izquierda como a la 
derecha del punto z = 0, la función considerada según el teorema 9.3 
no tiene extremo en el punto z = 0, y, por lo tanto, nunca tiene 
extremos. (La gráfica de la función considerada se representa en la 
fig. 9.6. 
Pasamos al procedimiento general para determinar puntos de 
extremo local. Supongamos que la función f (z) es continua sobre el 


*) En ol sentido de que esta derivada, aunque no existía en el punto z = 0 
tonía en este punto los valores límite finitos derecho e izquierdo no coincidentes 
entro sí. 
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intervalo *) (a, b) y su derivada f' (z) existe y es continua sobre todo 
este intervalo, excepto un número finito de puntos. 

Además, Supongamos que en el intervalo (a, b) lu derivada f' (x) 
se anula, sólo en un número finito de puntos. En otras palabras, supo- 
nemos que en el intervalo (a, b) existe sólo un número finito de 
puntos on los cuales la derivada / (2) no existe o se anula, Denote- 
mos estos puntos mediante los símbolos zı, La, -+-, Zn (0< z, & 
< Ta.. . < Zn < b). En virtud de las suposiciones hechas, la de- 
rivada f' (x) mantiene el signo constante en cada uno de los intervalos 
(a, 24), (Ti, Za), - - + (Zn, b). Por lo tanto, el problema de existencia 
del extremo en cada uno de los puntos y, Za, - - +, Zn puede.resolverse 
(en sentido positivo o negativo) empleando el teorema 9.3. 

Aquí no ofrecemos el ejemplo que ilustra el procedimiento general 
para determinar puntos de extremo local. Lo haremos en el $ 6. 


$ 2. Dirección de convexidad de la gráfica de una 
función 


Supongamos que la función f (x) es diferenciable en todo punto 
del intervalo (a, b). Entonces, como ya hemos establecido en el p. 4 
del $ 1 del cap. 5, existe la tangente a la gráfica de la función y = f (2) 


Fig. 9.7 Fig. 9.8 


que pasa por cualquier punto M (z, f (x)) de esta gráfica (a < x < b) 
con tal que la tangente no es paralela **) al eje Oy. 

Definición. Diremos que en el intervalo (a, b) la gráfica de la 
función y = f (2) tiene convezidad dirigida hacia abajo (hacia arriba) 
si la gráfica de esta función se encuentra no por debajo (no por encima) 
de cualquiera de sus tangentes entre los límites de dicho intervalo. 

OBSERVACIÓN 1. El término «la gráfica se encuentra no por debajo 
(no por encima) de su tangente» tiene sentido, puesto que la tangente 
no es paralela al eje Oy. 

En la fig. 9.7 está representada la gráfica de la función que en 


*) En voz del intervalo pueden considerarse una semirrecta, la recta infi- 
nita y otro conjunto. 
+4) Puesto que su coeficiente angular, igual a la derivada f’ (z), es finito. 
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el intervalo (a, b) tiene convexidad dirigida hacia abajo y, en la 
fig. 9.8, hacia arriba. 

Teorema 9.4. Si en el intervalo (a, b) la función y = f (x) tiene 
la segunda derivada finita y si esta derivada es no negativa (no. positiva) 
en todo este intervalo, entonces, en el intervalo (a, b), la gráfica de la 
función y = f (x) tiene convezidad dirigida hacia abajo (hacia arriba). 

DEMOSTRACION. Para la precisión, consideremos el caso cuando 
la segunda derivada f® (z) >0 en todo el (a, b). Mediante e deno- 
temos cualquier punto del intervalo (a, b) 9.9). Es necesario 
demostrar que la gráfica de la función y = f (z) no se encuentra 
por debajo de la tangente que pasa por el punto M (c, f (c)). Escri- 
bimos la ecuación de dicha tangente, denotando su ordenada corriente 


Fig. 9.9 


mediante Y. Ya que el coeficiente angular de dicha tangente es igual 
a f' (c), su ecuación tiene la forma *) 


Y —1(0)=1 (0) (£ — 0). (9.5) 


Desarrollemos la función f (z) en el entorno del punto ¢ por la fór- 
mula de Taylor, tomando en esta fórmula n = 1. Obtenemos 


A) 


donde el término residual se toma en forma de Lagrange, E se com- 

prende entre c y z. Ya que, según la condición, f (z) tiene la segunda 

derivada en el intervalo (a, 5), la fórmula (9.6), es válida para 

cualquier z dol intervalo (a, b) (véase el $ 13 del cap. 8). 
Comparando (9.6) y (9.5), tendremos 


12) 
y Y =È co, (9.7) 
*) En el fascículo 8 del presente curso se demuestra que la ecuación de la 


recta que pasa por el punto M (a, b) y tiene el coeficiente angular k, es de la 
forma Y — b = k (z — a). 
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Ya que, según la condición, la segunda derivada >0, en todo el 
(a, b), entonces el miembro derecho de (9.7) es no negativo, o sea, 
para todos los z de (a, b) y — Y > 0 o bien y > Y. 

La última desigualdad demuestra que la gráfica de la función 
y = f (x), entre los límites del intervalo (a, b), se sitúa no más bajo 
que la tangente (9.5). 

¿Aválogamente se demuestra el teorema para el caso de /® (2) < 


OBSERVACIÓN 2. Si, en todo el intervalo (a, b), /® 9 =0, 
entonces, como es fácil cerciorarse, y = f (x) es función lineal, o sea, 
su gráfica es línea recta. En este caso, la dirección de convexidad 
puede ser arbitraria. 

Teorema 9.5. Sea la segunda derivada de la función y = f (2) 
continua y positiva (negativa) en el punto c. Entonces, existe un entorno 
del punto c tal que entre sus límites la gráfica de la función y = j (2) 
tiene convezidad dirigida hacia abajo (hacia arriba). 

DEMOSTRACION. Según el teorema sobre la estabilidad del signo 
de una función continua, te un entorno del punto c tal que entre 
sus límites la segunda derivada f® (z) es positiva (negativa). Con- 
forme al teorema anterior, entre los límites de este entorno la grá- 
fica de la función y = f (z) tiene la convexidad dirigida hacía abajo 
(hacia arriba). 

De este modo, la dirección de convezidad de la gráfica de la función 
se caracteriza completamente por el signo de la segunda derivada de esta 
función. 

EJEMPLO, Investigar la dirección de convexidad de la gráfica 
de la función y = j (z) = x* + 3z? — 4. Ya la homos considerado 
on los puntos 1 y 4 del párrafo anterior (véase la fig. 9.1). De la 
forma de la segunda derivada f® (z) = 61 — 6 = 6 (z — 1) se 
desprende que esta derivada es negativa para z < 1 y positiva para 
z> 1, De este modo, la convexidad de la gráfica de la función 
y = z — 32% — 4 está dirigida hacia arriba en el intervalo (—00, 1) 
y hacia abajo en el intervalo (1, 00). 


$ 3. Puntos de inflexión de la gráfica de una función 


1. Definición del punto de inflexión. Condición necesaria de in- 
flexión. Sean a, b y e tres números vinculados por las desigualdades 
a< c< b. Supongamos que la función y = f (z) es diferenciable 
en el intervalo (a, b), o sea, existe la tangente a la gráfica de esta 
función de todos los puntos cuyas abscisas pertenecen al intervalo 
(a, b). Además, supongamos que la gráfica de la función y = f (z) 
tiene dirección determinada de convexidad en cada uno de los inter- 
valos (a, c) y (c, b). 

Definición. El punto M (c, f (c)) de la gráfica de la función y = 
= j (z) se denomina punto de inflexión de esta gráfica si existe un 
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entorno del punto e del eje de abscisas Lal que, entre sus límites, la grá- 
fica de la función y = f (x) tiene direcciones diferentes de convezidad 
a la izquierda y a la derecha del punto c. 

En la fig. 9.10 está representada la gráfica de la función que tiene 
inflexión en el punto M (e, f (c)). 

A veces, cuando se hallan los puntos de inflexión de la gráfica 
de una función y = f (z) se exige complementariamente que dicha 
gráfica, entre los límites de todo el entorno bastante pequeño del punto 
c del eje de abscisas, a la izquierda y a la derecha de e esté situada por 
los lados diferentes de la tangente a esta gráfica en el punto M (c, f (c)). 
A continuación demostremos que 
esta propiedad se desprenderá de 
la definición dada suponiendo 
que la derivada f’ (x) sea continua 
en el punto c. 

Demostremos dos lemas si- 
guientes. 

Lema 1. Sea que la función 

= f (z) tiene la derivada f' (z) en 

Fig. 9.10 todos los puntos de 6-entorno del 

punto c con tal que esta derivada es 

continua en el punto c. Entonces, si la gráfica de la función y = f (2) 

tiene, en el intervalo (c, c + 8), la convexidad dirigida hacia abajo 

(hacia arriba), entonces entre los límites de todo el intervalo (c, e + 6) 

esta gráfica se sitúa no más bajo (no más alto) que la tangente a la grá- 
fica tratada en el punto M (e, j (c)). 

DEMOSTRACIÓN Consideremos las sucesión {zn} de puntos del 
intervalo E c + ô) convergente al punto c. Por todo punto 
Mn (Zn, f (21) de la gráfica de la función y = f (z) tracemos la tan- 
gento a esta gráfica, o sea, la recta *) 


Yn = f (En) +1 (£n) (2— zn). 


Ya que, según la condición, en el intervalo (c, c -+ 8) la gráfica de 
la función y = f (z) tiene la convexidad dirigida hacia abajo (hacia 
arriba), entonces, para cualquier número n y cualquier punto fijado z 
del intervalo (c, c + ô), 


1(2)— Ya = f (2) — } (£n) — f' (2n) (2 — 2a) >0 (<O). (*) 


De la condición de continuidad de f' (z) y, por lo tanto, de f (2) 
on el punto c y de la definición de continuidad del p. 1 del $ 3 del 


*) Emp camos la ecuación de la recta que pasa por el punto dado Mp (zp, 
$ (=n)) y tiene el coeficionto angular igual a /' (xn). La ordenada corriente de 
esta recta se denota por Yp. 


$ 3. Puntos de inflexión de la gráfica 299 


cap. 4 se desprende que existe el límite 
lim ( (2) — Yn) = lim {f (2) — $ (2n) — f (2n) (220) = 
FOr O E oh 


De la existencia del último límite, en virtud de la desigualdad (*) 
y el teorema 3.13 del $ 1 del cap. 3, obtenemos que 


t — ilo F () (cc) >0 (<0). 


Si mediante Y denotamos la ordenada corriente de la tangente (9.5) 
que pasa por el punto M (c, f (c)), entonces podemos escribir la últi- 
ma desigualdad en la forma: f (z) — Y >0 (<0). 

Así pues, pasando en la desigualdad (*) al límite para n "oo 
y empleando el teorema 3.13 del cap. 3, obtenemos que 


1(2)-Y>0 (<0) 


para todo punto fijado z del intervalo (c, e + 8) con tal que Y 
designe la ordenada corriente de la tangente trazada por el punto 
M (c, f (e). El lema queda demostrado. 

OBSERVACIÓN. De manera análoga se enuncia y se demuestra el 
lema 1 para el caso cuando la gráfica de la función tione dirección 
determinada de convexidad no en el intervalo (c, e + 6) sino en el 
intervalo (c — ô, c). 

Lema 2. Sea que la función y = f (z) tiene derivada f' (x) en un 
entorno del punto c con tal que esta derivada sea continua en el punto c. 
Entonces, si la gráfica de la función y = f (z) tiene inflexión en el punto 
M (e, } (c)), entonces entre los límites de un -entorno bastante pequeño 
del punto c, a la izquierda y a la derecha de c esta gráfica está situada 
por los lados diferentes de la tangente trazada por el punto M(c, f (c)). 

Para demostrar este lema debemos elegir 8 > 0 tan pequeño que, 
en cada uno de los intervalos (e — 8, c) y (c, c + ô), la gráfica de la 
función y = f (z) tenga dirección determinada de convexidad (esta 
dirección sorá diferente en los intervalos (c — ô, c) y (e, c + 6)). 
Después de eso para demostrar el lema 2 queda por aplicar el lema 1 
ala Tratin y = f (z) en cada uno de los intervalos (e — 6, c) y 
de, e + ô). 

El lema 2 pormite establecer la condición necesaria de inflexión 
de la gráfica de la función dos veces diferenciable en un punto dado. 

Teorema 9.6. (condición necesaria de inflexión de la gráfica 
de la función dos veces diferenciable). Sien el punto c la función 
y = f (z) tiene la segunda derivada y la gráfica de esta función tiene 
inflexión en el punto M (c, f (c)), entonces f® (c) = 0. 

DEMOSTRACION. Sea, igual que anteriormente, Y la ordenada 
corriente de la tangente Y = f (c) + f' (e) (2 — c) que pasa por el 
pante ke le gráfes M (e, f (e))- 
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Consideremos la función 
F (2) = f (2)— Y =H(0—H0—f (e) (20) 


igual a la diferencia de f (z) y la función lineal f (e) + f’ (c) (z — 0). 

Igual que la función f (z), la F (z) tiene en el punto c la segunda 
derivada (y, por eso, tiene la primera derivada en cierto entorno 
de c con tal que la primera derivada es continua en el punto c), 
En virtud del lema 2, en un entorno pequeño del punto c, a la iz- 
quierda y a la derecha de c la gráfica de la función y = / (z) está 
situada por los lados diferentes de la tangente que pasa por el punto 
M (e, f (c)), y, por consiguiente, en el entorno pequeño del punto c 
la función F (x) tiene signos diferentes a la izquierda y a la derecha 
de c. 

Por tanto, la función F (z) no puede tener extremo local en el 
punto c. 

Supongamos ahora que /(% (c) % 0. Entonces, puesto que F’ (z) = 
= f' (z) — f' (c), FO (2) =/% (2), se cumplen las condiciones 
F (c) = 0, F® (c) Æ 0 y la función £ (z) en virtud del teorema 9.2, 
tiene extremo local en el punto c. La contradicción obtenida de- 
muestra que la suposición /® (e) z O es inválida, o sea, [2 (c) = 0. 
El teorema queda demostrado. 

El hecho do que la igualdad de la segunda derivada a coro es 
solamente la condición necesaria de inflexión de la gráfica de la 
función dos veces diferenciable se desprende, por ejemplo, de la 
consideración de la gráfica de la función y = z%, Para esta función, 
la segunda derivada yè = 122% se anula en el punto z = O poro su 
gráfica no tiene inflexión en el punto M (0, 0). 

En virtud del teorema 9.6, para hallar todos los puntos de in- 
flexión, de la gráfica de la función dos veces diferonciable y = f (2) 
hace falta considerar todas las raíces de la ecuación /% (z) = 0. 

Debido a que la igualdad de la segunda derivada a cero es sola- 
mente la condición necesaria de inflexión, es necesario investigar 
complementariamente el problema de existencia de la inflexión en 
todo punto, para el cual /® (z) = Ô. Para realizar esta investiga- 
ción, debemos establecer las condiciones suficientes de inflexión. 
Pasamos a hacerlo, 

2. Primera condición suficiente de inflexión. 

Teorema 9.7. Sea que la función y = f (x) tiene la segunda deri- 
vada en cierto entorno del punto c y [% (c) = O. Entonces, si entre los 
límites de dicho entorno la segunda derivada f® (zx) tiene signos dife- 
rentes a la izquierda y a la derecha de c, la gráfica de esta función tiene 
inflexión en el punto M (c, f (c)). 

DEMOSTRACION En primer lugar, observemos que la gráfica de la 
función y = f (z) tiene tangente en el punto M (c, f (e), puesto que 
de las condiciones del teorema se desprende la existencia de la deri- 
vada finita /' (c). Luego, de que f(? (z) tiene signos diferentes a la 
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izquierda y a la derecha de c y del teorema 9.4 deducimos que la 
dirección de convexidad es diferente a la izquierda y a la derecha 
de c. El teorema queda demostrado. 

esampLo. Hállense los puntos de inflexión de la gráfica de la 
función y = 2* — 32? — 4. La consideramos anteriormente muchas 
veces (su gráfica está representada en la fig. 9.1). Puesto que /(9 (x) = 
= 6z — 6 = ô (z — 1), entonces el único valor del argumento para 
el cual la inflexión sea posible, es z = 1. Le corresponde el punto 
de la gráfica M (1, —6). Ya que /® (z) tiene signos diferentes para 
> 1 y para z < 1, entonces el punto M (1, —6) es punto de in- 
flexión de la gráfica de la función considerad: 

3. Segunda condición suficiente de inflexión. Pa, aso cuando 
la investigación del signo de la segunda derivada en el entorno del 
punto c no es deseable, enunciemos la segunda condición suficiente 
de inflexión que supone la existencia de la tercera derivada finita 
de la función y = f (z) en el punto c. 

Teorema 9.8. Si en el punto c la función y = f (z) tiene la tercera 
derivada finita y en este punto satisface las condiciones 1% (c) =0, 
{® (c) 4 0, entonces la gráfica de esta función tiene inflexión en el 
punto M (e, f (c)). 

DEMOSTRACION. De la condición f% (c) 40 y del teorema 8.9 
so desprende que la función ¡(2 (x) ora crece ora decrece en el punto c. 
Ya que £® (c) = 0, tanto en uno como en otro caso existe un entorno 
del punto c tal que entre sus límites /() (z) tiene signos diferentes 
a la izquierda y a la derecha de c. Pero, entonces, según el teorema 
anterior, la gráfica de la función y = f (z) tiene inflexión en el 
punto M (e, Lo: 

OBSERVACIÓN. Naturalmente, el teorema 9.8 tiene una aplicación 
más estrecha que el teorema 9.7. Así, el teorema 9.8. no resuelve el 
problema de existencia de la inflexión para el caso cuando la función 
y = f(x) no tiene la tercera derivada finita, así como para el caso 
de [6% (c) = 0. En el último caso, para resolver el problema de exis- 
tencia de la inflexión es necesario examinar el comportamiento de las 
derivadas de órdenes superiores en el punto c, lo que haremos en 
el $ 4 de este capítulo. 

Volvamos al ejemplo considerado en el punto anterior y mostremos 
que el problema de existencia de la inflexión para la gráfica de la 
función y = z* — 3z? — 4 puede también resolverse si empleamos 
el teorema 9.8. En efecto, f® (z) = 6 0, y, por tanto, según el 
teorema 9.8. ol punto M (1, —6) es punto de inflexión. 


exigencia de la doble diferenci 
lo e, manteniendo esta exi. solamente puntos que están situados 
en cierto entorno a la izquierda y a la dorecha de e. Además, debemos suponer 
complementariamente la existencia de la derivada finita f’ (c). 
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La demostración del teorema 9.7 tomando en consideración dichos cambios 
coincide literalmente con la demostración anteriormente aduci 
Luego, podemos ponernos do acuerdo en no excluir en la definición del punto 
de inflexión, el caso cuando on el punto considerado la tangente a la gráfica es 
paralela al cje Oy *). "Teniendo en cuenta este acuerdo, en el teorema se puede 
Íncluso oliminar la exigencia de la diferenciabilidad de la función / (z) en el 
propio punto c y enunciar este teorema del modo siguiente. 
Sea que la función y = f (z) tiene la segunda derivada finita en todos los 
puntos de clerto entorno del punto €, ezcepto, tal vez, el propio punto c, Luego, sea 
la función 1 (x) continua en el punto 
c y sea que la gráfica de esta función 
tiene tangente**) en el punto M (e, f (6). 
Entonces, si entre los límites de dicho 
entorno la segunda derivada [(% (x) tiene 
signos diferentes a la izquierda y a la 
derecha del punto c, entonces la gráfica 
de la función y = f (z) tiene inflezión 


(0). 
e dumostaacida D, la afirmación 


k ión tieno li 
ja en todos los puntos de la recta 
infinita, excepto el punto z 
` el punto z = 0 la función conside 
es continua, pero su primora derivada es igual al infinito. Sín embargo, en el 
punto (0, 0) la gráfica de la función y = z1% tiene tangente paralela al eje Oy ***) 
(fig. 9.14). Ya que la segunda derivada 


Fig. 9.14 


2 1 
O rr 


tiene signos diforontes a la izquierda y a la derecha del punto z = 0, entonces l 
irética de la función y = «0% tiene inflexión en el punto (0, O) iiai 


$. 4. Tercera condición suficiente de extremo e inflexión 


Teorema 9.9. Sean > 1 y sea que la función y = f (x) tiene deri- 
vada de orden n en un entorno del punto c y derivada de orden n +1 
en el propio punto c. Sea, luego, que son válidas las siguientes rela- 
ciones: 


eA =e nnn =/M()=0, D e0. (9.8) 


Entonces, si n es número par, la gráfica de la función y =f (z) tiene 
inflexión en el punto M le, $ (c)). Si n es número impar y, además 
1'(c) =0, la función y = f (z) tiene extremo local en el punto c, 
0, más ezacto, tiene en el punto c mínimo local para [%Mc) > 0 


*) Este caso corres; al valor infinito de /' (e). 
+») Aunque sea paralela al eje Oy. 
_ ses) Esto se desprende, por ejemplo, de que la gráfica do la función in- 
versa z = y? tione on esto punto la tangnte z = 0. 
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y máximo local para f™® (c) <0. 

DEMOSTRACION. 1) Sea, primero, n un número par. Para n = 
el teorema que demostramos coincide con el teorema 9.8 ya demos 
trado, así que es necesario demostrar sólo para n > 4 par. 

que n par satisface la condición n> 4. De la condición 
ji © p O y del teorema 8.9 aplicando a la función /™(z) se des- 
prende que la función /™(z) ora crece ora decrece en el punto c. 
Ya que, además, 7™(c) = 0, en ambos casos existe un entorno bastan- 
te pequeño del punto c, entre los límites del cual {™ (x) tiene signos 
diferentes a la derecha y a la izquierda de c. 

Al observar eso desarrollemos la función 1 (z) por la fórmula de 
Taylor con el término residual en forma de Lagrango en el entorno 
del punto c. Obtenemos que, para todos los z de un entorno bastante 
pequeño del punto c, entre c y x existe un punto E tal que 


a= eE ee) 
1D (e) n- IME ne: 
+ e + 2% ==. 
Las relaciones (9.8) permiten dar a la última igualdad la forma si- 
guiente: 


ay EE, (eo (9.9) 


Ya que entre los límites de un entorno bastante pequeño del punto e 
la función /™ (z) tiene signos diferentos para z < c y para z > c 
y ya que E siempre está situado entre c y z, obtenemos que /W(E) 
ly; en virtud de la paridad de n, todo el miembro derecho de (9.9)) 
tiene también signos diferentes para z < c y para z > c, Pero, en- 
tonces, el miembro izquierdo de (9.9), o sea, [(% (z), entre los límites 
de un entorno bastante pequeño de c tiene signos diferentes para 
x< e y para z >c. En virtud del teorema 9.7, esto significa que la 
gráfica de la función y = f (z) tiene inflexión en el punto M (c, f (c)). 
Para el caso de n par el teorema queda demostrado. 

2) Sea ahora que n> 1 es número impar y se supone complemen- 
tariamente que f’ (c) = 0. Ya que paran = 1 el teorema que demos- 
tramos coincide con el teorema 9.2 anteriormente demostrado, es 
suficiente hacer la demostración para nœ 3 impar. 

Sea que n impar satisface la condición »> 3, Para la precisión 
hacemos los razonamientos para el caso de f("*9 (c) > O puesto que 
para el caso ("9 (c) < O la demostración es análoga. 

De la condición /™® (ce) > 0 y del teorema 8.9 aplicada a la 
función [0 se desprende que la función /™ (z) crece en el punto c. 
Ya que, además, /™(c) =0, esto significa que existe un entorno bas- 
tante pequeño del punto c entre los límites del cual {™ (z) es negativa a 
la izquierda de e y positiva a la derecha de c. 

Al observar eso desarrollemos la función f’ (z) en el entorno del 
punto c por la fórmula de Taylor con el término residual en forma de 
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Lagrange. Obtenemos que para todos los z de nn entorno bastante pe- 
queño del punto e entre e y z existe un punto E tal que 


1o=10+ 0 eot.. 


HEZO (emeji, (9.10) 


Las relaciones (9.8) y la condición complementaria f' (e) = O 
permiten escribir la igualdad (9.10) en la forma 


p (9) n 
f o- E (Lo, (9.14) 
Ya que E siempre está situado entre c y z, entonces para todos los 
x= de un entorno bastante pequeño del punto e la derivada /™ (E) 
es nogativa para z < c y positiva para z > c. Para n impar el núme- 
ro n — 1 es par y, por eso, todo el miembro derecho (y, por tanto, el 
izquierdo) de (9.11) es negativo a la izquierda de e y positivo a la de- 
Techa de c para todos los z de un entorno bastante pequeño de c. 
Tomando en consideración el teorema 9.1 esto significa que la 
función f (x) tiene mínimo local en el punto c. Así pues, para el caso 
de [0D (c) > 0, la segunda parte del teorema queda demostrado. 
Puesto que el caso de f0'*) (c) > 0 se considera de modo completa- 
mento análogo, el teorema queda demostrado por completo. 
EJEMPLO. Investíguese el extremo y la inflexión de la función 
1 o) = (z — c)", Esfácil ver que f'(e) = /® (c) =... = f™ (c) = 
= 0, J (e) = (n +1) >0. Según el teorema para 
(n + 1) par la función tiene mínimo en el punto z =c (fig. 9.12) 
y para (n-+1) impar, la gráfica de la función tiene inflexión en el 
punto M (e, 0) (fig. 9.13). 
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Definición 1. So dice que la rectaz = aesasintota vertical de la 
gráfica de la función y = f (z) si al menos uno de los valores límite 


lím f(x) o lím (f(2) 
aero sm.-0 


es igual a +00 0 — oœ. 
esempLo. La gráfica de la función y=— tiene la asíntota verti- 


cal z=0 puesto que lím L=+o0, lim L=—oo (fig. 9.14). 
040 + a+0-0 T 
Luego supongamos que la función y = f (z) está definida para los 
valores del argumento cualesquiera grandes que sean. Para la preci- 
sión, consideraremos los valores cualesquiera grandes que sean de sig- 
no positivo. 
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Definición 2. Se dice que la recta 
Y=k+b (9.12) 


es asintota oblicua de la gráfica de la función y = f (z) para z — +00 
si la función f (x) puede representarse en la forma 


} (z) = kz + b + a (z), (9.13) 
donde lím a(z) = 0. 
e. 
Teorema 9.10. Para que la gráfica de la función y = f (z) tenga 


Fig. 9.12 Fig. 9.43 


asintota oblicua para x— +00 (fig. 9.12), es necesario y suficiente 
que existan dos valores límite 
lim LL —k y lim [f(2)—ke] =b. (9.14) 
arto * + 
DEMOSTRACION 4) NECESIDAD. Sea que para z = + oo la gráfica de 
la función y = f (z) tiene asíntota (9.12), o sea, para f (z) es válida la 
representación (9.13). Entonces, 


Lim LE tim EEEO — lim [142420] k, 
Pe 


zeto FO mepe 


lím (/(2)—kz]= lím [b +a (2)]=5. 
+. te 


2) surterencia. Sea que existan los valores límite (9.14). El se- 
gundo de estos valores límite permite afirmar que la diferencia 
1 (z) — kz — b es infinitesimal para z— +00. Denotando esta in- 
finitesimal por æ (z), obtenemos la representación (9.13) para f (2). 
El teorema queda demostrado. 
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OBSERVACIÓN. De manera análoga se determina la asíntota oblicua 
y se demuestra el teorema 9.10 para el caso de z > — o0. 


PA 
+1 ada 


+5 Pl tiene la asíntota oblicua Y = 2z — 1, tanto para z — + œ 


esemeLo. La gráfica de la función y= 


Fig. 9.16 Fig. 9.15" 


como para z —— —oo, y, además, tiene la asíntota vertical z = —1 
(fig. 9.15). En efecto, 
1 


a EN 
ón 0 Mn yaa 


Jm (f(e) 22]= lim a [-1+37)=-4 


lím Ramka Mi #072 
a410 
A la par an la asíntota lineal (9.12) se PMA también asíntotas de for- 
ma más complicada. 
Se dice que la parábola de orden n determinada por el polinomio 
A HTH to (0.129) 
es asintota de la gráfica de la función y = IS para z-e A oo ad Ja función 
F() puedo representarse en la forma f(z) = anz” -+ 
Farta +2 (o), donde lim a E ua AA 
to 
siguiente afirmación. 
Para que la gráfica de la función y = f (z) tenga la asintota (9.12 *) para 


$ 6. Procedimiento para investigar la gráfica 307 


x= + œœ, es necesario y suficiente que ezistan los n + 1 valores límite siguientes: 


lim Llop, tim La 
o epe F 


PEA 


Pont 
LR a]. 


$ 6. Procedimiento para investigar la gráfica de una función 


En este párrafo exponemos el procedimiento empleando el cual es 
conveniente investigar la gráfica de la función y ofrecemos el ejem- 
plo que ilustra este procedimiento. 

Para investigar cualitativamente la gráfica de la función y = 

= 7 (z) ante todo es conveniente realizar las siguientes investigacio- 
nes; 

4°. Precisar el campo de definición de la función. 

2”. Aclarar la cuestión sobre la existencia de asíntotas (vertica- 
les y oblicuas). 

3”. Hallar los campos de crecimiento y decrecimiento de la fun- 
ción y los puntos de extremo. 

4”, Hallar los campos de dirección constante de convexidad y 
los puntos de inflexión. 

5°. Hallar los puntos de intersección de la gráfica de la función 
con el eje Oz. 

Por los datos obtenidos es fácil trazar el boceto de la gráfica de la 
función. A título de ejemplo tracemos la gráfica de la función 


y ER, (9.15) 


Seguimos el procedimiento anteriormente expuesto. 

Ya que la función (9.15) es fracción racional, entonces ella 
ci del la y es continua sobre toda la recta infinita, excepto el 
punto z = 0, en el cual el denominador se anula. 

2”. Aclaremos el problema de Ja existencia de asíntotas. Es obvio 


que 


51+ 1z 
n 
por eso la gráfica de la función tiene asíntota vertical x = 0. Luego, 
de la existencia de los límites 


=—oo, 


lím 

ze e» 

lím ta-4]= lím 22: 
mam Poe 


20% 
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se desprende que tanto para 2 -+oo como para 2 —oo la 


gráfica de la función tiene asfntota oblicua Y = È — W 
3°. Para hallar los campos de crecimiento y decrecimiento calcu- 


lemos la primera derivada de la función (9.45) 
ll A Cl IN CA E) 
-p 2 4 


Además, teniendo en cuenta que la propia función y la primera de- 
rivada no existen para z = 0, obtenemos los siguientes campos de 
signo constante de y”: 


O -3<2<0 | o<x<t | 1<x<2 | 2cxco 
Signo de y” + | = | + | z 4 


Comporta- 
miento de 


Ta función 


Do la tabla aducida se desprende que la función tiene los siguien- 
tes puntos de extremo: 

1) el máximo, si z = —3 con tal que f (—3) = —49/12, 

2) el máximo, si z = 1 con tal que f (1) = 5/4, 

3) el mínimo, si z con tal que f (2) = 9/8. 

4. Para hallar los campos de dirección constante de convexidad, 
calculemos la segunda derivada 


9 

ma E (7) 
ir a 

Teniendo en cuenta que la propia función y sus derivadas no existen 


-ecco | veset | qeneo 
Signo de y) IM - | = | =- 


rape de convexidad $ hacia arriba 
jca 


Campo de valores x 


hacia arriba | hacia abajo 


la grái 


en el punto z = 0, obtenemos los siguientes campos de signo cons- 
tante de y®: 
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De la tabla aducida so desprende que la gráfica de la función tie- 
ne inflexión en el punto (9/7, / (9/7). Es fácil calcular que 7 (9/7) = 


5”. Queda por hallar los puntos de intersección de la gráfica con 
el eje Oz. Estos puntos corresponden a las raíces de la ecuación 


27 — 5r? + 14r — 6 = 0. 
Es fácil determinar que 22° — 52% + 14r — 6 = 2 (2— $) (è — 
— 2z + 6). Ya que el trinomio cuadrático (z* — 2z + 6) tiene raí- 


yb 


Fig. 9.16 


cescomplejas, la ecuación considerada tiene solamente una raíz real 

= 1/2, Por eso, la gráfica de la función interseca el eje Oz en el 
punto (1/2, 0). Según los datos obtenidos tracemos el boceto de la grá- 
fica de la función considerada (fig. 9.16). 


$ 7. Búsqueda de-los valores máximo y mínimo 
de una función. Extremo de frontera 
1. Búsqueda de valores máximo y mínimo de una función. Con- 
sideremos una función y = f (z) definida y continua sobre un seg- 
mento la, bl. Hasta ahora nos hemos interesado sólo en determinar 
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los máximos y mínimos locales de esta función. Ahora planteemos el 
problema de hallar los valores máximo y mínimo de f (x) en el segmen- 
to (a, bÌ. Subrayemos que en virtud del teorema de Weierstrass (v 

ase el $ 6 del cap. 8) la función f (z) alcanza obligatoriamente su va- 
lor máximo (mínimo) en un punto del segmento la, b}. Para que sea 


Ta 


Fig. 9.17 


más preciso, detengámonos en determinar el valor máximo de / (z) 
en el segmento la, bl. 

La función / (z) puede alcanzar su valor máximo ora en un punto 
interior zp del segmento la, b] (entonces, éste coincide con uno de los 
máximos locales de la función f (z), véase la fig. 9.17) ora en uno de 
los extremos del segmento la, bl (fig. 9.18). De aquí es evidente que 


Fig. 9.48 Fig. 9.19 


para hallar el valor máximo de la función f (z) en el segmento [a,b] 
es necesario comparar uno con otro los valores de f (z) en todos los 
puntos de máximo local y en los puntos de frontera del segmento a 
y b. El máximo de estos valores será el valor máximo de f (z) en el 
segmento [a, b}. De manera análoga se halla el valor mínimo de 
1 (2) en el segmento la, b). 

Si deseamos evitar la investigación de los puntos de extremo po- 
sible, se puede comparar sencillamente uno con otro los valores de 
$ (z) en todos los puntos de extremo posible y en los puntos de fron- 
tera a y b. El máximo (el mínimo) de estos valores será el valor má- 
ximo (mínimo) de la función f (z) en el segmento la, bl. 
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Notemos luego que si f (z) tiene en el segmento [a, b] solamente un 
punto de extremo local *) que es punto de máximo (mínimo) local, 
entonces, sin comparar el valor de f (z) en este punto con f (a) y 
f (b) se puede afirmar que este valor es el máximo (el mínimo) de 
4 (z) en ol segmento la, b] (fig. 9.19). 

Empleando los métodos análogos se resuelve el problema para ha- 
Mar el valor máximo (así como, el mínimo) de la función y = f (2) 
en un intervalo, una semirrecta y la recta infinita (si se observa la 
condición de que este valor exista). 

Puedo ocurrir que la función f (z) no tiene puntos de extremo posi- 
ble en el segmento la, bÌ (o en la semirrecta a< z < 00). 


% oy 
Fig. 9.20 


En este caso, f (z) es monótona en este segmento (semirrecta) y 
sus valores máximo y mínimo se alcanzan en los extremos de este 
segmento (en el extremo de la semirrecta). Iustremos el último caso 
con un ejemplo de la física. Sea que es necesario determinar qué resis- 
tencia z hay que conectar al circuito en serie con la resistencia dada 
r para que en r se consume la potencia máxima (al mismo tiempo, la 
tensión vo de la batería se considera constante, véase la fig. 9.20). 
Según la ley de Ohm, la corriente Z en el circuito es igual a / 

= vo (r + z). Por lo tanto, según la misma ley, la caída de tensión 
v, en la resistencia r es igual a v, = Ir = vyr/(r + 2). De este modo, 
la potencia w (zx) consumida en la resistencia 7 es igual a 


w (2) = Iv, = vrir + 2). 


Ya que, según el sentido físico, la resistencia z no puede ser negativa, 
el problema se reduce a determinar el valor máximo de la función 
w (2) en la semirrecta z> O. Calculando la derivada de esta función 


2er 

MN 
nos cercioramos de que w’ (z) < 0 en toda la semirrecta z> 0 y que 
mo hay puntos de extremo posible. De este modo, la función w (z) 
decrece sobre toda la semirrecta z> 0 y alcanza su valor máximo en 
esta semirrecta si x = 0. Este valor es igual a vir (fig. 9.21). Esto está 
claro también por razones físicas. 


*) Exactamente este caso se encuentra con frecuencia en la práctica. 
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Como segundo ejemplo, resolvemos el problema para hallar los 
valores máximo y mínimo de la función y = sen (z?) en el segmento 


-Vz <z< V 512. 


Puesto que y” = 27 cos 2%, dicha función tiene en el segmento 


considerado tres puntos de extremo posible z = 0 y z = + V 1/2. 
Comparando los valores de la función en dichos puntos y en los extre- 
mos del segmento 


H0)=0, HE V) =1, (7 V3=0, 
UE) e YE. 


nos cercioramos de que el valor máximo de la función considerada es 
igual a -+ 1 y se alcanza en dos puntos interiores del segmento s; = 


wie), 


Fig. 9.24 Fig. 9.22 


=—V ill y z, = + Vx12, y el valor mínimo de la función consi- 
derada es igual a —V 2/2 y se alcanza en el extremo derecho del 
segmento p 57/2. 

La gráfica de la función considerada se representa en la fig. 9.22, 

2. Extremo de frontera. Sea la función y = f (z) definida sobre 
un segmento [a, bl. Diremos que en el punto de frontera b de este seg- 
mento la función tiene máximo de frontera (mínimo de frontera) si 
existe un semientorno izquierdo del punto b, entre los límites del cual 
el valor f (b) es el máximo (el mínimo) entre todos los demás valores 
de esta función. Se definen de modo análogo el máximo de frontera 
el mínimo de frontera en el punto de frontera a del segmento la, bÌ. 
El máximo de frontera y el mínimo de frontera tienen la denomina- 
ción común extremo de frontera. Tiene lugar la siguiento condición 
suficiente de extremo de frontera: para que la función y = f (x) tenga 
en el punto b del segmento la, b] el máximo de frontera (el mínimo de 
frontera) es suficiente que esta función tenga en el punto b la derivada 
izquierda positiva (negativa) *). (La demostración es análoga a la del 

%) Para el punto de frontera a, la condición suficiente de máximo de frontera 
fmbnino e Entera] es la negatividad (la positividad) de la derivada derecha 
en el punto a. 
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teorema 8.9). De dicha condición suficiente de extremo de frontera 
se desprende directamente la siguiente condición necesaria de extremo 
de frontera de la función que tiene en el punto b la derivada izquierda: 
para que la función y = f (z) que en el punto b posee la derivada isquier- 
da, tenga máximo de frontera (mínimo de frontera) en este punto, ês 
necesario que dicha derivada sea no negativa (no positiva). 


Para concluir, demostremos la siguiente afirmación notable. 

Teorema 9.11 (teorema de Dardouz*. Sea que la función f (z) tiene 
derivada finita en todos los puntos del segmento la, b} **) y sea que f’ (a-+0) == A, 
f (6 — 0)= B. Entonces, cualquiera que sea un número C comprendido entre A y B, 
en ete segmento caiste un punio E tal que f (È) = G 299 

DEMOSTRACIÓN. En primer fugar demostromos la siguionto afirmación: 
si F (2) tiene derivada finita en la, Bl y si £ (a 4.0) y F (b — 0) son números 
se n mos ailenin, entonces en el segmento [a, b} existe un punto E tal que 

Para la precisión, sea Z’ (a -+ 0) < 0, F’ (b — 0) > 0. Entonces, Ja-fun- 
ción F (z) tiene máximo de frontora en ambos extremos del segmento [a, b]: Poro 
esto significa que el valor mínimo de F (z), on el segmento (a, ò), so alcanza en 
un punto interior E de este segmento (la función F (z) es diferenciablo y, por 
tanto, continua on el segmento [a, ò] y, por consiguiente, alcanza su valor mini- 
mo on esta segmento), En dieho punto E, la función £ (2) tione minimo local 
y, Por eso, Æ (E) = 0, 

Para demostrar el teorema 9-14 queda por, hacor F (2) = / (z) — Cr y apli- 
car a F (z) la afirmación que acabamos de demostrar. 

OBSERVACIÓN. Del teorema 9.11 volvamosa concluir que la derivada no 
puede tener puntos de discontinuidad de primera ospocio (saltos). 


*) Gaston Darboux, matemático francés (1842—4917). 
**) So comprendo que f (z) tiene derivada en cualquier punto interior del 
segmento La, b] y, además, la derivada izquierda en el punto b y la derecha en 
punto a. 
*=*) Subrayemos que la continuidad de la derivada /' (z) no se supone. 
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DESARROLLO ULTERIOR DE LA TEORÍA 
DE LOS NÚMEROS REALES 


Para introducir los números reales, en el cap. 2 hemos utilizado 
el conjunto de las fracciones decimales infinitas. Al definir las reglas 
de comparación, adición y multiplicación para el conjunto de estas 
fracciones, hemos establecido que los elementos de este conjunto po- 
seen 13 propiedades fundamentales (enumeradas en el p. 1 del $1 del 
cap. 2 para los números racionales). El método descrito para intro- 
ducir los números reales no es el único posible, a pesar de tener indu- 
dables calidades heurísticas y metodológicas. Se podría introducir 
los números reales empleando las fracciones binarias infinitas, Na- 
madas cortaduras de Dedekind en el campo de los números raciona- 
les *), sucesiones de números racionales **) u otros métodos. Para 
esclarecer las correlaciones entre varios métodos que introducen los 
números reales, utilicemos algunos conceptos nuevos y establecemos 
una propiedad importante más del conjunto de los números reales 
examinados. 

1, Completitud del conjunto de los números reales. Dos conjuntos, 
cada uno de los cuales tiene definidas las reglas de comparación, adi- 
ción y multiplicación para sus elementos, se denominarán isomorfos 
uno a otro respecto a estas reglas si entre los elementos de estos conjun- 
tos puede establecerse una correspondencia biunívoca ***) de tal 
modo que si a los elementos a y b del primer conjunto les corresponden 
los elementos a' y b' del segundo, entonces: 1) los elementos a” y b' 
están ligados por el mismo símbolo (>, < ó = ) que los elementos 
a. y b; 2) al elemento a + b le corresponde el elemento a” + b'; 
3) al. elemento a-b le corresponde el elemento a'-b'. 

Análogamente se podría hablar no de las reglas de comparación, 
adición y multiplicación, sino de cualesquiera otras reglas que carac- 
terizan las relaciones entre los elementos, e introducir el concepto 
de conjuntos isomorfos uno a otro respecto a las reglas mencionadas. 


+) El método para introducir los números reales empleando las cortadu- 

ras portenece a R. Dedekind, matemático alemán {1831—1916}. Este método se 
expone, por ejemplo, en el cap. 1 del libro de G. M. Fijtengolts «Fundamentos 
del análisis matemático», Moscú, 1979 (en ruso). 

+) Este método para introducir los números reales pertenece a G. Cantoz 
Su exposición puede encontrarse en ol libro de V. V. Nemitski, M. 1. Slúdskai 
y A. N. Chorkásov «Curso del análisis matemático», tomo I, cap. 2, Moscú, 
Noúka, 1983 (en ruso). 

+se) En cuanto a la correspondencia biunívoca entro los elementos de dos 
conjuntos. 
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El conjunto de los números racionales, introducidos en forma de 
la razón de números enteros, con las reglas de comparación, adición 
y multiplicación indicadas en las notas en la pág. 30 y el conjunto 
de los números racionales puestos en forma de fracciones decimales 
infinitas con las reglas ordinarias de comparación, adición y multi- 
plicación de los númerosreales pueden ser ejemplo de dos conjuntos iso- 
morfos uno a otro respecto a las reglas de comparación, adición y 
multiplicación. 

Consideremos más atentamente dos conjuntos: uno de ellos el de 
todos los números racionales y el otro el de todos los números reales, 
Para cada uno de estos conjuntos están definidas las reglas de compa» 
ración, adición y multiplicación y son válidas 13 propiedades funda- 
mentales. Al mismo tiempo, está claro que el conjunto de todos los 
números reales es más «amplio» que el conjunto de todos los números 
racionales, puesto que, en total, el conjunto de todos los números. rea- 
les no es isomorfo al conjunto de todos los números racionales respecto a 
las reglas de comparación, adición y multiplicación *), pero en el con- 
junto de los números reales puede separarse una parte isomorfa al con- 
junto de todos los números racionales respecto a dichas reglas. 

Lógicamente, surge la pregunta, si puede construirse también pa- 
ra el conjunto de todos los números reales un conjunto más «amplio» 
de objetos que posea las propiedades siguientes: 1) en este conjunto 
más «amplio» están definidas las reglas de comparación, adición y 
multiplicación y son válidas 13 propiedades fundamentales; 2) en 
total el conjunto más camplio» no es isomorfo al conjunto de todos 
los números reales respecto a dichas reglas; 3) en el conjunto más sam- 
plio» puede separarse una parte isomoría al conjunto de todos los 
números reales respecto a dichas reglas. 

Demostremos que este conjunto más «amplio» no existe, o sea, co- 
mo sule decirse en las matemáticas, el conjunto de todos los números 
reales es completorespecto a las reglas de comparación, adición y multi- 
plicación y 13 propiedades fundamentales. 

En general, un conjunto arbitrario de objetos, para el cual están de- 
finidas algunas reglas y son válidas algunas propiedades, se denomina 
completo respecto a estasreglas y propiedades si no puede construirse un 
conjunto más samplio» de objetos tal que: 1) en este conjunto más «am- 
plio» sean definidas las mismas reglas y sean válidas las mismas pro- 
piedades; 2) en total este conjunto más «amplio» no sea isomorfo al dado 
respecto a dichas reglas; 3) en este conjunto más samplio» exista una par- 
te isomorfa al conjunto dado respecto a dichas reglas. 

Se puede afirmar que el conjunto de todos los números racionales 
no es completo respecto a las reglas de comparación, adición y multipli- 
cación, y 13 propiedades fundamentales, puesto que existe conjunto 

*) Esto se desprende de que entro el conjunto de todos los números raciona- 


les y el de todos los números reales no puedo establecerse ninguna correspon- 
dencia biunívoca (véase el p. 6 del $4 38 cap. 3). i 
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más «amplio» (el de los números reales) que satisface las exigencias 
1), 2), y 3) de la definición que acabamos de enunciar. 

Demostremos ahora que el conjunto de todos los números reales es 
completo respecto a las reglas de comparación, adición y multiplicación 
y las 13 propiedades fundamentales. 

Supongamos lo contrario, o sea, supongamos que existe un con- 
junto más «amplio» de objetos (z') tal que: 1) para los elementos del 
conjunto (z') están definidas las reglas de comparación, adición y 
multiplicación y son válidas las 13 propiedades fundamentales, 2) 
en total, el conjunto (x') no es isomorfo al conjunto {z} de todos los 
números reales respecto a dichas reglas, 3) oxisto una parte del con- 
junto {z'} (se denota por el símbolo (2'J) isomoría al conjunto de to- 
dos los números reales respecto a dichas reglas. 

Ante todo, observemos que el conjunto (x'] tiene un solo par 
de los elementos 0” y 1” que desempeñan el papel especial del cero 
y de la unidad *). Luego, se puede afirmar que los elementos 0' 
y 1' integran el conjunto (z'] y están en correspondencia biunívoca 
con los números reales 0 y 4**). Sca a” un elemento del conjunto 
{7 } que no pertecene al conjunto (23. 

En virtud do la regla de comparación, podemos partir todos los 
elementos z' del conjunto {7} en dos clases, superior e inferior atri- 
buyendo a la clase superior todos los elementos z” que satisfacen la 
desigualdad 7’ > a”, y a la clase inferior, todos los elementos z” 
que satisfacen la desigualdad 7' < a”. Ambas clases no son vacías. 
En efecto, demostremos, por ejemplo, que la clase superior no es va- 
cía. Repitiondo el elemento 1” como sumando un número de veces bas- 
tante grande, en virtud de la propiedad 13”, obtenemos el elemento 
n' del conjunto {7} que satisface la desigualdad n’ > a”, es decir, 
pertenece a la clase superior. De la propiedad 1° se desprende que 
todo elemento de la clase inferior es menor de cualquier elemento de la 
élase superior. En virtud del isomorfismo del conjunto (2) y el 
conjunto {z} de todos los números reales se puedo afirmar que el 
conjunto de todos los números reales se parte también en dos clases 


*) Si existioran dos elementos O; y 0; que interprotarían el papel especial 
del cero, entonces, en virtud do las propiedades de la suma, obtendríamos que 
4, = O; + O; = O, + 0; = 0%, o soa, 0; =0;. De manera análoga se demues- 
trè la unicidad del elemento 1" quo desempeña el papol especial de la unidad. 
4%) Demostremos, por cjomplo, que el elemento 0” intogra el conjunto (2) 
y corresponde biunívocamente al número real 0. Supongamos que al número re- 
aL0 lo corresponde un elemento & del conjunto {7} y sea œ cualquier elemento 
do,oste conjunto que corresponde, al número real a. En virtud del carácter iso; 
morfo respecto a Ía adición, al olomento a’ + 6” lo corresponde el número real 
a+ 0 = a, o sea, el elemento a' + 9' coincide con el elemento a”, pero esto 
significa que © es (lol único!) elemento nulo, o sa, Y == 0'. Análogamente so 
realizan los razonamientos para el elemento unitario. 
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con tal que todo número de la clase inferior es menor que cualquier 
número de la clase superior. Pero esto significa que la clase inferior 
de números reales está acolada superiormente y tiene (de acuerdo con al 
teorema 2.1) cota superior exacta m, y la clase superior tiene la cota 
inferior exacta M. De la definición de las cotas exactas se desprende 
que ambas cotas m y M se comprenden entre números reales que están 
a distancia cualquier pequeña que sea uno de otro, y, por eso, m == 
= M. Ya que el número m = M es uno de los números reales, enton» 
ces pertenece a una de las clases, es decir, existe ora el mínimo ele- 
mento en la clase superior ora el máximo elemento en la clase inferior 
Demostremos que ambas afirmaciones son absurdas. Sea (para la 
precisión) que exista el elemento mínimo en la clase superior de los 
Números reales. Entonces, existe también el elemento mínimo m’ 
en la clase superior que corresponde a la partición del conjunto (2). 
Según la definición de la clase superior, m’ > 2'. Conforme 
a las propiedades de la suma, existe la diferencia m — u' 
con tal que, según estas propiedades, m’ — a' >0'. Pero, entonces, 
en virtud de la propiedad 9”, para el elemento m’ — œ’ existe el ele~ 
mento inverso que, en virtud de las propiedades del producto, es igual 


al cociente ¿=p . Según la propiedad 143°, el elemento 1' puede 
repetirse como sumando tantas veces que el número «entero» obtenido 
n' pertenezca a (2) y satisfaga la desigualdad n’ > E. Do la 


Za 
última desigualdad, en virtud de las propiedades del producto y de la 
suma, obtenemos *) 


mi >a. (44) 
Puesto que los elementos m’, 1' y n’ pertenecen al conjunto (7), en- 
tonces el elemento (m' — Ë) pertenece también a este conjunto y 


obviamente, satisface la desigualdad m’ — $; < m’. Pero, entonces, 


la desigualdad (A.1) significa que en la clase superior existe un ele- 
mento menor de m', o sea, m' no es el elemento mínimo. La contradic- 
olia obtenida demuestra la completitud del conjunto de los números 
reales, 

2. Introducción axiomática del conjunto de los números reales. 
El método axiomático de la introducción de los números reales es la 
conclusión lógica completa de nuestras nociones sobre estos números. 
Este método consiste en lo siguiente. 

El conjunto de los números reales se introduce como el conjunto de 
objetos de cualquier naturaleza que satisfacen 17 aziomas en calidad de 


pre) Estas propiedades garantizan la aplicación de todas las reglas del ál- 
Kebra. 
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los cuales se toman las reglas de comparación, adición y multiplicación*), 
13 propiedades fundamentales y el axioma de la completitud respecto a 
las reglas y propiedades mencionadas. 

Las17 axiomas mencionadas suelen llamarse axiomas del número 
real. La realización concreta del conjunto de objetos que satisfacen 
17 axiomas del número real es el coujunto de fracciones decimales 
infinitas, examinado en el capítulo 2. Son también posibles otras 
realizaciones dedicho conjunto de objetos **). Después de aclarar 
completamente problema de la relación entre estas realizaciones se 
obtiene la siguiente afirmación notable. 

Toda realización (x') del conjunto de objetos que satisfacen 17 azio- 
mas del número real es isomorfa al conjunto anteriormente examinado 
{z} de las fracciones decimales infinitas respecto a las reglas de compara- 
ción, adición y multiplicación. 

DEMOSTRACION. Para la comodidad, dividamos la demostración 
en puntos por separado. 

1°. Ante todo, observemos que los axiomas garantizan la existen- 
cia de los elementos O’ y 1”, que interpretan el papel especial del coro 
y de la unidad, en el conjunto (2). En virtud del axioma de Arquí- 
modes, 1” > 0' ***). En el conjunto (z') separemos el conjunto de 
«objetos racionales». Para esto, observemos que todo número racio- 
nal puede obtenerse de los números 0 y 1 efectuando las operaciones 
de adición, sustracción y división. En efecto, repitiendo el número 1 
como sumando un número necesario de veces, obtenemos cualquier 
número entero positivo n; sustrayendo del número 0 el número 1 un 
número necesario de veces oblenemos cualquier número entero nega- 
tivo; medianto la división de dos números enteros obtenemos cnal- 
quier número racional. Ya que, según los axiomas, en el conjunto 
4z') están definidas las operacionos de adición, sustracción y divi- 
sión, entonces, empleando estas operaciones y 0” y 41”, obtenemos 
stodos los objetos racionales». Denotaremos estos objetos por los mis- 
mos símbolos que los números racionales, añadiendo las rayitas. 

Demostremos que el conjunto construido de «objetos racionales» 
del conjunto (z”) es isomorfo al conjunto de los números racionales 
del conjunto (z) respecto a las reglas de comparación, adición y mul- 
tiplicación, En realidad, pongamos en correspondencia al número 
racional m/n el «objeto racional» m'/n'. Analizando el modo de cons- 


*) Se enuncia el postulado solamente de la existencia, de las reglas de 
comparación, adición y multiplicación. Al mismo tiompo, la forma concreta de 
estas reglas no se indica, 

+*) En la introducción al presente apéndice ya hemos señalado que los 
números reales pueden ser introducidos por varios métodos (con ayuda de frac- 
ciones binarias infinitas, llamadas cortaduras de Dedekind. ote). 

ves) En ofecto, si fuera válida la desigualdad contraria 1" < 0", entonces, en 
virtud de los axiomas, de ésta obtendríamos que 1 +1 + PLL 
+0 +... +0 = 0 (cualquiera quo sea el número de veces que tendríamos 
que repetir 1 como sumando). Pero esto contradice el axioma de Arquímedes. 
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truir los «objetos racionales» se deduce que a la suma y al producto 
de los números racionales m/n y p/q les corresponde la suma y el pro- 
ducto de los ¿objetos racionales» m'/n” y p'/q'. Queda por cerciorarse 
de que m'/n' y p'/g' están ligadas por el mismo signo que m/n y p/q. 
Ya que en nuestra construcción de «objetos racionales» la regla, de 
comparación de cualesquiera «objetos racionales» utilizando la multi- 
plicación por «objetos enteros» se reduce a la comparación do sobje- 
tos enteros», nos queda por cerciorarse de que m’ > n’ para cualés- 
quiera «objetos enteros» m’ y n' si m > n. Para comprobarlo basta, èn 
virtud de los axiomas, demostrar que (n -+- 1) > n’, Lo último se 
desprende de que 1° > 0' y, por lo tanto, 
(antiy =n +1 >r +=, 
2°, Sea ahora a” cualquier objeto del conjunto {z'}. Mostremos 
que a este objeto se le puede poner en correspondencia una ¿fracción deci- 
mal infinita» determinada. Para la precisión, supongamos que a' > 
> 0”. En virtud del axioma de Arquímedes, entre los «objetos ente- 
ros» estrictamente menores de a” exista el objeto máximo que denota- 
mos por aj: entre los «objetos racionales» 


A A A A 
estrictamente menores de a” existe el objeto máximo que denota- 
mos por a, a, ete. 

De este modo, ponemos en correspondencia a cualquier objeto un 
conjunto infinito de «objetos racionales» 


ay a ai; A (4.2) 
o, que es lo mismo, una «fracción decimal infinita» 
de T (4.3) 


Los mismos razonamientos son también válidos para a' < 0”, pero 
en este caso, todos los objetos de (A.2), igual que la «fracción decimal 
infinita» (A. 3), tendrán el signo menos. 

Al analizar la construcción del conjunto de objetos (4.2405 evi- 
dente que para cualquier número n son válidas las desiguàldades 


ra ALA SA AA at: (4.4) 


es decir, cualquier objeto a” se comprende entre dos «objetos raciona- 
les», la diferencia entre los cuales mr puede hacerse menor de cual- 


quier objeto «positivo» fijado de antemano *). 


*) En efecto, conforme a los axiomas, para cualquier objeto e” > 0” existo 
el elemento inverso £», e” para el cual existe un «objeto enteros n' tal que n’ > $, 


<b<e. 


así que L 
DOY w 
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3”. Demostremos ahora que si dos objetos a' y b' pueden comprender- 
se entre dos «objetos racionales» a’ y B' (B' > a’), la diferencia entre 
los cuales B' — a' puede hacerse menor de cualquier objeto «positivo» 
fijado de antemano, entonces a' =b'. Supongamos que a' + b'. Sea, 
por ejemplo, a’ < b'. Entonces, a" <a’ < b'< f'. De estas desi- 
gualdades, en virtud de los axiomas, obtenemos 

0<vVU—A4<P a. (A.5) 
Pero, entonces, para el objeto b' — a” existe el inverso 
y para éste existe un «objeto entero» n’ tal que 


g 1 
n >p 
así que 
E cba 
n’ P 
Comparando la última desigualdad y (A.5), obtenemos 
r Y s" 
a 


lo que contradice al hecho de que la diferencia $” — a’ puede hacer- 
se menor de cualquier objeto «positivo» fijado de antemano. 

4°, Cerciorémonos de que a dos objetos no iguales del conjunto 
Al se les pone en correspondencia «fracciones decimales infinitas» 

iferentes. En efecto, supongamos que a dos objetos de (2) se les po- 

ne en correspondencia una misma «fracción decimal infinita» (por 
ejemplo, (A.3)). Entonces, en virtud de las desigualdades (A-4), 
los dos objetos pueden comprenderse entre «objetos racionales», la 
diferencia entre los cuales puede hacerse menor de cualquier objeto 
«positivo» fijado de antemano. De acuerdo con el ON los obje- 
tos considerados son iguales. La afirmación demostrada justifica 
que representamos todo objeto del conjunto {z' } mediante una «frac- 
ción decimal infinita». 
%, 5*, Conforme a los tres primeros axiomas, para los objetos del 
conjunto (2') están definidas las reglas de comparación, adición y 
multiplicación. Demostremos que si todos los objetos del conjunto 
(2) se representan por «fracciones decimales infinitas», entonces para es- 
tas «fracciones» las reglas de comparación y las definiciones de la suma y 
del producto se enuncian de modo exactamente igual que para las frac- 
ciones decimales infinitas ordinarias examinadas anteriormente. 

Sean a' y b' dos objetos cualesquiera del conjunto {z} y sea que 
les corresponden «fracciones decimales infinitas» *) 


aca de bas Ms (4.8) 


*) Estableciendo la regla de comparación, podemos limitamos al caso de 
objetos «positivos» a' y b' puesto que el caso general se reduce a este caso utilizan- 
do la regla de los signos. 
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Ante todo, aclaremos la regla de comparación de los objetos a' y b’ 
representados en forma de las «fracciones decimales infinitas» (A.6). 
Es suficiente demostrar dos afirmaciones siguientes: 1) si las frac- 
ciones (A.6) coinciden, o sea, si 


a=b, a; =b, 


entonces los objetos a' y b’ son iguales; 2) sí existe un número n tal 
que son válidas las relaciones 


ads, adi, ns Ani S bhen 2 < bh (4,7) 


entonces los objetos a’ y b' están ligadas por la desigualdad a' < ò'. 

La afirmación 1) ya está demostrada en el p. 4”. Demostremos la 
afirmación 2). La última de las relaciones (A.7) puede escribirse en 
a forma 


anti bh 
Empleando esta relación y las demás relaciones de (A.7) y escribien- 


do, para a”, la derecha de las desigualdades (A.4) y, para b”, la izquier- 
da de las desigualdades (A.4), tendremos 


PEN AN t y = 
=a, e ASA a. 
- anib <b, es decir, al <b’. 
Demostremos ahora que para los objetos a” y è’ son válidas las 
mismas definiciones de la suma y del producto que para los números 
reales ordinarios. Limitémonos al caso de la suma. Sean ar, œs, Pi 


bi todos los sobjetos racionales» posibles que satisfacen las desigual- 
ades 


<a <a, Bi <p (4.8) 


Entonces la suma a' + b’ de los objetos a' y b' es el único objeto 
que satisface las desigualdades 


a+ <a +o <a + (A.9) 


En efecto, de los axiomas se desprende la posibilidad de adicionar 
término a término las desigualdades, y de aquí se deduce que la suma 
a' + 0' satisface las desigualdades (A.9). Además, esta suma es el 
único objeto que satisface las desigualdades (A.9) puesto que cada 
una de las diferencias 


a y B — 
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y, por lo tanto, la diferencia 
(a + BI — (2 + BI) 


puede hacerse menor que cualquier objeto «positivo» fijado de ante- 
mano (en virtud del p. 2°). De manera análoga se examina el caso del 
producto. 

6°. Demostremos, por fin, que el conjunto {z'} es isomorfo al 
conjunto de los números reales representables mediante fracciones de- 
cimales infinitas. Supongamos que el conjunto (z'] no es isomorfo a 
{z}. Al objeto a' representable por la «fracción decimal infinita» 


Ai» 4,0; « ; le pongamos en correspondencia el número real a = ao, 
aa, . : . Sea que a dos objetos a' y b' les corresponden los números 
reales a y b. 


De los resultados del p. 5 se desprende que 1) a’ y b' están ligados 
por el mismo signo que los números a y b; 2) a la suma a” + b' le 
corresponde la suma a + b; 3) al producto a'-b' le corresponde el 
producto a-b *). 

Ya que, según la suposición, {z} no es isomorfo a {z}, entonces, 
en la correspondencia indicada no a todo número real le corresponde 
algún elemento del conjunto (z'3. Esto significa que, no siendo iso- 
morfo a todo el conjunto {z}, el conjunto {z} es isomorfo a una parte 
del conjunto {z}, lo que contradice la completitud del conjunto (2'). 

La contradicción obtenida demuestra la afirmación. 

3. Notas finales. Para concluir, observemos que el método axiom- 
mático y el concepto de conjuntos isomorfos de objetos (respecto a 
reglas diferentes) se usan ampliamente en varias ramas do las mate- 
máticas modernas y la física (en la construcción de la geometría, la 
teoría de probabilidades, mecánica clásica, física estadística, mecánica 
cnántica **) y otras ramas). 

Por ejemplo, en la geometría, el conjunto de los puntos de la recta 
se introduce como un conjunto de objetos que satisfacen algunos axio- 
mas, entre los cuales desempeña el papel fundamental el axioma de la 
completitud de este conjunto respecto a los demás axiomas. Dichos 
axiomas permiten establecer la correspondencia biunívoca entre el 
conjunto de todos los puntos de la recta y el conjunto de todos los nú- 


*) Puesto que la comparación, adición y multiplicación do los objetos a' 
y b. así como de los números reales a y b, se determinan por las mismas reglas. 
%+) Así, por ejemplo la mecánica cuántica surgió inicialmente en forma de 
dos teorías distintas a primera vista: la «Mecánica matricial», de Heisenberg, 
la «Mecánica ondulatoria», de Schrödinger. Más tarde fue demostrado que las 
los teorías utilizan dos realizaciones concretas isomorías una a otra de un con- 
junto común de objetos introducido de modo axiomático y llamado espacio de 
Hilbert abstracto (véase al respecto, el tomo 3 del presente curso). 
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meros reales *). Esta correspondencia permite representar los nú- 
meros reales mediante los puntos en la recta (en el eje numérico), lo 
que se usa ampliamente en el curso del análisis matemático con fines 
ilustrativos. 


*) Véase el Apéndice del fascículo 5 de la ¡te serie «Goometría analí- 
tica» y la exposición más detallada en el libro de N. V. Efímov «Geometría supe- 
rior», Editorial Mir, Moscú, 1984, $3 20—23. 
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